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klad· teorie pravd¥podobnosti. Zabýváme se zp·soby stanovení pravd¥podob-
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zjednodu²ující p°edpoklad po²kozující. Také se budeme zabývat zcela obec-
ným problémem pravd¥podobnosti kolize, p°i umis´ovaní n p°edm¥t· do
k p°ihrádek, jehoº konkrétním p°ípadem je narozeninový problém p°i volb¥
k = 365. Sou£ástí práce jsou i po£íta£ové simulace, jejichº výsledky porovná-
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Abstract: In the present work we study one of the classical problems from
the basics of the probability theory. We deal with the ways of determination
of the probability that in the group of n radomly selected people there are
at least two of them who were born on the same day (not necessarily in
the same year). At �rst we explore the problem with a simply�ng assump-
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tion of a discrete uniform distribution of birth on the same day, we reach an
exact analytic formula of wanted probability and we mention some conve-
nient approximations of this result. Furthermore we leave this assumption
and consider the real situation where the probabilities aren't completely the
same. To our investigation we also include some real facts and numbers from
the Czech Statistical O�ce concerning the frecuency of birth in di�erent
months in the Czech Republic. We compare the analytic results and �nd out
the negative impact of the simply�ng assumption of uniformity on the credi-
bility of results. We also study a generalization of Birthday problem which is
the task to compute the probability of collision when we are placing n objects
to k (= 365) boxes (each box is only for one object; the so called collision
means that there are two objects in the same box). There are also some com-
puter simulations as a part of the work, whose results are confronted with
the analytically determined.

Keywords: probability, birth, collision, uniform and non-uniform distribution
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Úvod

Pravd¥podobnost se krom¥ výlu£n¥ teoretických problém· £asto p°ímo
dotýká i na²eho kaºdodenního ºivota. S oblibou se uve°ej¬ují nejr·zn¥j²í
statisticky ur£ené ²ance na úmrtí na ur£itou nemoc, na dopravní nehodu
v ur£itém dopravním prost°edku apod. Jiným typem problému je
nap°íklad zkoumání pravd¥podobnosti výhry n-té ceny v loterii, jiº je moºno
ur£it teoreticky jen na základ¥ kombinatorického po£ítání. K této skupin¥
problém· m·ºeme beze sporu p°i°adit i narozeninový problém, tedy zkou-
mání jevu, ºe ve skupin¥ o ur£itém po£tu lidí existují alespo¬ dv¥ osoby mající
narozeniny ve stejný den (vyºadujeme p°itom shodu ve dni a m¥síci, nikoli
v roce). Nicmén¥ v obecném p°ípad¥ se ukáºe, ºe a£koli jsme schopni napsat
formuli pro danou pravd¥podobnost, ani nejvýkonn¥j²í po£íta£ ji nezvládne
p°esn¥ vy£íslit ani za 1000 let, proto se bu¤ tato pravd¥podobnost apro-
ximuje, nebo se p°ibliºn¥ ur£uje statisticky, tak jako se vyhodnocuje úmrtnost
na ur£itou nemoc nebo nehodovost v ur£itých dopravních prost°edcích.

I kdyº narozeninový problém pat°í ke klasickým p°íklad·m teorie pravd¥-
podobnosti a jist¥ se nad ním mohli pozastavovat lidé uº p°ed n¥kolika
staletími, o jeho první publikování se zaslouºil aº rakouský matematik a fyzik
Richard von Mises (1883-1953). Ve svém £lánku Über Aufteilungs
und Besetzungs-Wahrscheinlichkeiten (O rozd¥lení pravd¥podobnosti v p°ih-
rádkovém problému) si v roce 1939 klade otázku: �Kolik lidí musí být v míst-
nosti, aby pravd¥podobnost toho, ºe alespo¬ dv¥ osoby mají narozeniny
ve stejný den, byla p°inejmen²ím 50%, pokud ignorujeme p°estupné roky?�
Tento £lánek byl v roce 1964 p°eloºen do angli£tiny a vyti²t¥n v knize
Selected Papers of Richard von Mises, coº zvý²ilo popularitu a pov¥domí
o narozeninovém problému a podnítilo dal²í prohlubování znalostí v této
oblasti nap°í£ anglosaským sv¥tem.

V následujících letech se zájem matematik· ubíral cestou nejr·zn¥j²ího
zobec¬ování klasického narozeninového problému. Jiº v 60. letech matema-
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tikové jako E. H. McKinney, M. Klamkin a D. Newman za£ali uvaºovat nad
tím, jaký dopad má na úvahy zjednodu²ující p°edpoklad, se kterým Mises ti²e
po£ítal, a sice, ºe rozd¥lení pravd¥podobnosti narození v jednolitvých dnech
roku je rovnom¥rné. Jedním z nejd·leºit¥j²ích výsledk· se v tomto sm¥ru
záhy stala narozeninová nerovnost, o níº pojednáváme v podkapitole (3.3)
a která v d·sledku °íká, ºe shoda narozenin p°i nerovnom¥rném rozd¥lením
pravd¥podobnosti narození b¥hem roku nastává s vy²²í pravd¥podobností
neº p°i rozd¥lení rovnom¥rném. Formální d·kaz této nerovnosti podal David
Bloom v roce 1973. S rozvojem informatiky se ukázalo, ºe narozeninový prob-
lém ve svém zobecn¥ní na p°ihrádkový problém má i jisté aplikace v kryp-
togra�i p°i hashování, £emuº se v¥nujeme ve druhé kapitole.

Teoretické záv¥ry, které u£iníme, lze neformáln¥ p°edvést i na n¥kolika
spí²e kuriozních p°ípadech z reality: Nap°íklad jedenáctý a dvacátý devátý
prezident USA se narodili 2. listopadu, ze 73 ocen¥ných herc· v hlavní roli
na amerických Oscarech se 6 dvojic z nich narodilo ve stejný den, v p°ípad¥
here£ek se jedná o 3 dvojice ze 67 ocen¥ných a v kategorii reºisér·, 5 dvojic
ze 61 ocen¥ných. Z 52 premiér· Velké Británie se 2 dvojice z nich narodily
ve stejný den a mezi australskými premiéry tato shoda nastává aº s 24 pre-
miérem. Jak je tedy vid¥t, nemusíme zkoumat narozeninový problém jen ze
synchronní perspektivy, ale m·ºeme tento jev analyzovat i nap°í£ stoletími.
Podstatné v²ak je, aby byl výb¥r osob dostate£n¥ náhodný. Ve t°etí kapitole
uvidíme, ºe r·znorodé ro£níkové sloºení takové skupiny osob je velmi ºádoucí.

Na záv¥r zmi¬me, ºe v sou£asnosti se teorie skrytá za narozeninovým
(p°ihrádkovým) problémem uplat¬uje vedle kryptogra�e také v epidemiolo-
gických registrech £i v ekologii p°i ur£ování velikosti populací.
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Kapitola 1

Narozeninový problém
s p°edpokladem rovnom¥rnosti

1.1 P°edpoklady rovnom¥rnosti rozd¥lení

Chceme-li stanovit hodnotu pravd¥podobnosti toho, ºe ve skupin¥ n ná-
hodn¥ vybraných osob existují alespo¬ dva lidé mající narozeniny ve stejný
den, bez pot°eby obrovského mnoºství vstupních dat (jakým by byly nap°.
reálné pravd¥podobnosti narození v jednotlivých dnech v roce zji²t¥né statis-
ticky na ur£itém území v ur£itém období), je vhodné problém °e²it s p°ed-
pokladem rovnom¥rného rozd¥lení pravd¥podobností narození b¥hem roku,
tj. ºe pravd¥podobnost narození v libovolném dni v roce (29. únor vyjímaje)
je 1

365
.

K p°edpokladu rovnom¥rnosti rozd¥lení pravd¥podobnosti narození v jed-
notlivých dnech b¥hem roku je²t¥ p°idáme následující dva p°edpoklady:

1. rok má vºdy 365 dní (tj. neexistuje datum 29. únor1, které by vykazo-
valo podstatn¥ men²í pravd¥podobnost narození neº ostatní dny v roce).

2. nerodí se dvoj£ata, troj£ata £i vícer£ata (vícer£ata poru²ují p°edpoklad
nezávislosti pro jev, ºe dva lidé mají narozeniny ve stejný den, jenº
budeme vyuºívat p°i odvozování vzorc·).

1Dle gregoriánského kalendá°e je p°estupný kaºdý rok d¥litelný 4 s výjimkou let d¥litel-
ných 100, které sou£asn¥ nejdou d¥litelné 400 (tj. b¥hem kaºdných 400 let je práv¥
25 + 24 + 24 + 24 = 97 p°estupných.
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Z°ejm¥ vliv obou vý²e uvedených p°edpoklad· na p°esnost výsledk·
(o vlivu p°edpokladu rovnom¥rnosti budeme pojednávat ve t°etí a £tvrté
kapitole) je jen velmi malý:

1. pravd¥pobnost toho, ºe se £lov¥k narodí v kterýkoli jiný den neº
29. únor, je 146000

146097
= 99, 93%, tedy 29. únor není relevantní pro

zkoumaný jev, navíc se zahrnutím 29. února do úvah by se pravd¥podob-
nost narození v libovolném dnu v roce (krom¥ 29. února) zmen²ila jen
o asi 1, 819 · 10−6 z p·vodních 1

365
na 400

146097
.

2. v roce 2005 p°ipadlo v �R pouze 1939 více£etných porod· na celkem
100 546 porod·2, p°ijmeme-li p°íslu²nou relativní £etnost více£etného
porodu 1,93% jako odhad jeho pravd¥podobnosti, potom v p°edloºené
práci vlastn¥ zkoumáme pravd¥podobnost existence shody narozenin
v n¥jaké skupin¥ lidí za podmínky neexistence více£etného porodu
(98,07%), tzn. nahrazením jevu prosté existence shody narozenin v dané
skupin¥ lidí p°íslu²ným jevem podmín¥ným se dopou²tíme jen zaned-
batelné nep°esnosti.

1.2 Analytický výpo£et pravd¥podobnosti

Pro ur£ení pravd¥podobnosti p(n) jevu, ºe mezi n lidmi existují alespo¬
dv¥ osoby, které mají narozeniny ve stejný den, bude nejsnaz²í nejprve ur£it
pravd¥podobnost q(n) p°íslu²ného dopl¬kového jevu, tj. ºe mezi n lidmi mají
kaºdé dv¥ náhodn¥ vybrané osoby narozeniny v r·zný den. Je-li n ≥ 365,
potom s vyuºitím Dirichletova principu snadno nahlédneme, ºe mezi n lidmi
jist¥ existují aspo¬ dv¥ osoby mající narozeniny ve stejný den, tudíº p(n) = 1
a q(n) = 0. Pro n ∈ {1, 2, .., 365} sta£í pouºít jednoduchou úvahu a kombina-
torický princip sou£inu: Totiº druhá osoba nem·ºe mít narozeniny ve stejný
den jako první, £ili p°ipadá na ni 364 moºných dn·, a tedy pravd¥podobnost,
ºe má druhá osoba narozeniny v jiný den neº osoba první je 364

365
. Dále t°etí

osoba nem·ºe mít narozeniny ve stejný den jako má první £i druhá osoba,
neboli p°ipadá na ni 363 moºných dn·, a tedy pravd¥podobnost, ºe má t°etí
osoba narozeniny v jiný den neº osoba první nebo druhá je 363

365
atd.

Obecn¥ lze °íci, ºe pravd¥podobnost toho, ºe p°i 2 ≤ k < n má k-tá
osoba narozeniny v jiné dny neº první aº (k− 1)-ní osoba, je 365−k+1

365
. Jelikoº

2dle údaj· �eského statistického ú°adu [1]
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takovou vlastnost vyºadujeme pro v²echna p°ípustná k, a to nezávisle na
sob¥, dostáváme vztah (1.1) pro pravd¥podobnost q(n) :

q(n) =
n∏
k=2

365− k + 1

365
=

n∏
k=1

365− k + 1

365
=

365 · 364 · . . . · (365− n+ 1)

365n
=

=
365!

365n(365− n)!
(1.1)

Jelikoº jsou oba diskutované jevy (vy£íslené pravd¥podobnostmi p(n) a
q(n)) komplementární, musí platit, ºe p(n) + q(n) = 1. Úpravou obdrºíme
hledané vyjád°ení (1.2) pro pravd¥podobnost p(n):

p(n) = 1− q(n) = 1− 365!

365n(365− n)!
(1.2)

1.3 Narozeninový paradox

Spo£ítáme-li pro zajímavost n¥kolik hodnot p(n) (tabulka 1.1) a vykres-
líme-li graf závislosti pravd¥podobnosti p(n) na po£tu osob n (obrázek 1.2),
dosp¥jeme k tzv. narozeninovému paradoxu. Totiº fakt, ºe ve skupin¥ 23
náhodn¥ vybraných lidí platí p(23) > 0, 5 je na první pohled paradoxní.
V¥t²ina laických úsudk· po£ítá s tím, ºe by tato pravd¥podobnost m¥la být
výrazn¥ niº²í, nebo, ºe by pro dosaºení alespo¬ 50%-ní pravd¥podobnosti
bylo nutné uvaºovat mnohem po£etn¥j²í skupinu lidí. Tento zjevný nesoulad
pramení z intuice a zku²eností, ºe nap°. na základní £i st°ední ²kole nebo
v pracovním kolektivu se nikdy neobjevila ºádná osoba mající narozeniny
ve stejný den jako my. Jenºe p°ede²lá úvaha není ekvivalentní s p·vodn¥
formulovaným problémem; p·vodní problém totiº zkoumá jev, ºe nastane
jakákoli shoda ve dni narození, kdeºto problém práv¥ diskutovaný zkoumá
jev, ºe nastane konkrétní shoda jedné pevn¥ zvolené osoby s jinou.

Ozna£me p̃(n) pravd¥podobnost, ºe ve skupin¥ n náhodn¥ vybraných lidí
existuje £lov¥k mající narozeniny ve stejný den jako jiná ze skupiny pevn¥
ur£ená osoba, potom s vyjmutím pevn¥ zvolené osoby z úvah má kaºdý ze
zbývajících n − 1 lidí (a to nezávisle na sob¥) pravd¥podobnost 364

365
, ºe se

narodil v jiný den neº pevn¥ ur£ená osoba. Jelikoº hledáme pravd¥podobnost
komplementárního jevu, pravd¥podobnost p̃(n) musí vyhovovat vzorci (1.3).

p̃(n) = 1−
(

364

365

)n−1

(1.3)
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Pro porovnání obou problém· i v tomto p°ípad¥ numericky spo£teme
n¥které hodnoty p̃(n) (tabulka 1.1) a vykreslíme graf (obrázek 1.1).

Tabulka 1.1: N¥které numerické hodnoty p(n) a p̃(n)
n p(n) p̃(n)

10 0, 1169 0, 0244
20 0, 4114 0, 0508
23 0, 5073 0, 0586
30 0, 7063 0, 0765
40 0, 8912 0, 1015
50 0, 9704 0, 1258
60 0, 9941 0, 1494
70 0, 9992 0, 1725
80 0, 99991 0, 1949
90 0, 999994 0, 2166
100 0, 9999997 0, 2378
200 1− 1, 61 · 10−30 0, 4207
254 1− 6, 52 · 10−54 0, 5005
300 1− 6, 25 · 10−82 0, 5597
350 1− 3, 03 · 10−131 0, 6161
366 1 0, 6326

Obrázek 1.1: Graf závislosti p(n) a p̃(n) na n
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�
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Dle numerických hodnot z tabulky 1.1 i z grafu na obrázku 1.1 lze jed-
nozna£n¥ usuzovat, ºe pravd¥podobnost p(n) konverguje k 1 mnohem rychleji
(dokonce této hodnoty i dosáhne pro n ≥ 365) neº pravd¥podobnost p̃(n),
která této hodnoty nikdy nedosáhne. Rychlost konvergence p(n) k 1 je natolik
velká, ºe uº ve skupin¥ 57 náhodn¥ vybraných osob existují s pravd¥podob-
ností p°evy²ující 99% aspo¬ dva jedinci mající narozeniny ve stejný den. Je
z°ejmé, ºe aby v ur£ité skupin¥ náhodn¥ vybraných osob existovali aspo¬
dva mající narozeniny ve stejný den s pravd¥podobnostní aspo¬ 0,5, sta£í,
aby tato skupina obsahovala aspo¬ 23 lidí. Na druhou stranu, na to, aby ve
skupin¥ existoval £lov¥k mající narozeniny v ten samý den s pevn¥ ur£enou
osobou z dané skupiny, musela by tato skupina obsahovat alespo¬ 254 osob.
Tento zjevný nepom¥r m·ºeme povaºovat za konrétní p°íklad narozeninového
paradoxu.

1.4 Aproximace pravd¥podobnosti

Vzhledem k výpo£etní náro£nosti vzorc· (1.2) a (1.3), která pro vy²²í n
umoº¬uje p°esné vy£íslení uvaºovaných pravd¥podobností snad jen s pouºitím
výpo£etní techniky, je vhodné nap°. ke stanovení pravd¥podobnosti p(n)
pro daný po£et osob n pouºívat aproximací. Dále uvedeme n¥kolik b¥ºných
aproximací uºívaných v t¥chto souvislostech, které poskytují dostate£n¥ p°es-
né výsledky. Numerické hodnoty a gra�cké porovnání zmi¬ovaných aproxi-
mací s p°esnou hodnotou pravd¥podobnosti i navzájem provedem v tabulce
(1.2) a obrázku (1.2) na záv¥r této podkapitoly.

a) Exponenciální aproximace 1. °ádu
Vyuºívá první £leny rozvoje exponenciely v Taylorovu °adu; tedy z rozvoje

ex =
∞∑
k=1

xk

k!
= 1 + x + o(x), kde o(x) je funkce taková, ºe lim

x→0

o(x)

x
= 0, lze

prohlásit, ºe ex ≈ 1 +x pro x blízká 0. Pouºijeme-li vztah (1.1) a dosadíme-li
p°ibliºnou hodnotu ex za 1+x, dojdeme k aproximaci (1.4) pro pravd¥podob-
nost q(n):

q(n) =
n∏
k=1

(
1− k − 1

365

)
≈

n∏
k=1

e−
k−1
365 = e

−
n∑
k=1

k−1
365

= e−
n(n−1)
2·365 ≡ qexp(n) (1.4)
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Z komplementarity p°íslu²ných jev· vyplývá aproximace (1.5) pro pravd¥-
podobnost p(n):

p(n) = 1− q(n) ≈ 1− qexp(n) ≈ 1− e−
n(n−1)
2·365 ≡ pexp1

(n) (1.5)

Numerickými hodnotami (tabulka 1.2) i gra�cky (obrázek 1.2) lze demon-
strovat vysokou p°esnost rovn¥º pro hrub²í aproximaci (1.6) odvozenou z (1.5):

pexp2
(n) ≡ 1− e−

n2

2·365 (1.6)

Hodnoty aproximace pexp1
(n) mají zajímavou vlastnost, a to ºe jsou

dolním odhadem hodnot p(n). Snadno nahlédneme, ºe pro kaºdé
n ∈ {1, 2, . . . , 366} platí nerovnost pexp1

(n) < p(n). Sta£í si uv¥domit, ºe
pro x ≥ 0 platí nerovnost (1.7):

1− x < e−x =
∞∑
i=0

(−1)i
xi

i!
(1.7)

Z°ejm¥ nerovnost (1.7) platí triviáln¥ pro kaºdé x > 1 (nebo´ na levé
stran¥ vychází záporné £íslo a na pravé stran¥ kladné). Pokud 0 ≤ x ≤ 1, je
nerovnost (1.7) ekvivalentní s:

0 <
∞∑
i=2

(−1)i
xi

i!
=
∞∑
j=1

(
x2j

(2j)!
− x2j+1

(2j + 1)!

)
⇐ (∀j ∈ N)

(
x2j

(2j)!
>

x2j+1

(2j + 1)!

)
Nerovnost z pravé strany implikace lze ekvivalentn¥ upravit na tvar 2j+1 > x
pro ∀j ∈ N, coº je vzhledem k p°edpokládaným hodnotám x ∈ [0; 1] platná
nerovnost, tudíº i (1.7) je platná nerovnost.

P°ímým d·sledkem nerovnosti (1.7) je nerovnost (1.8):

n∏
k=1

(
1− k − 1

365

)
<

n∏
k=1

e−
k−1
365 (1.8)

Z nerovnosti (1.8) snadnou úpravou dostáváme, ºe:

1−
n∏
k=1

e−
k−1
365 < 1−

n∏
k=1

(
1− k − 1

365

)
⇔ pexp1

(n) < p(n)
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b) Kombinatorická aproximace
Jedná se o aproximaci, jeº vychází z jednoduchého pozorování: Vybere-

me-li náhodn¥ dvojici z n osob, pak jev, ºe tyto dv¥ osoby mají narozeniny
v r·zné dny nastává s pravd¥podobností 364

365
. Jelikoº dvojici osob z n lidí

m·ºeme vybrat celkem
(
n
2

)
zp·soby a pro jednotlivé dvojice p°edpokládáme

nezávislost jevu, ºe tyto dv¥ osoby mají narozeniny v r·zný den, potom
dle pravidla násobení by m¥la být pravd¥podobnost toho, ºe ºádná dvojice

nebude mít narozeniny ve stejný den
(

364
365

)(n2). Jev komplementární (tj., ºe
ve skupin¥ n náhodn¥ vybraných lidí existují aspo¬ dva mající narozeniny
ve stejný den) musí mít pravd¥podobnost (1.9):

1−
(

364

365

)(n2)
= 1−

(
364

365

)n(n−1)
2

≡ pcomb(n) (1.9)

Práv¥ popsaná aproximace budí dojem, ºe by se nem¥lo jednat o aprox-
imaci, ale p°ímo o p°esnou hodnotu pravd¥podobnosti p(n), le£ není tomu
tak. Problém se nachází v p°edpokladu nezávislosti pro jevy, ºe jednotlivé
dvojice mají narozeniny v r·zný den. Sta£í si uv¥domit, ºe máme-li osoby
A,B,C a ozna£íme-li A 6= B jev, ºe osoba A má narozeniny v jiný den neº
osoba B, pak evidentn¥ P (A 6= B,B 6= C,C 6= A) = 364·363

3652 není rovno
P (A 6= B) · P (B 6= C) · P (C 6= A) = 364

365
· 364

365
· 364

365
, coº je spor s nezávislostí.

Jak v²ak uvidíme, je tento zjednodu²ující p°edpoklad p°í£inou jen velmi malé
chyby, a tedy jedná se o velmi dobrou aproximaci.

c) Poissonova aproximace
De�nujme náhodnou veli£inu Xn jako po£et v²ech moºný dvojic osob

majících narozeniny ve stejný den ze skupiny n náhodn¥ vybraných lidí.
Náhodná veli£ina Xn má binomické rozd¥lení s parametry

(
n
2

)
(tj. nabývá

hodnot z mnoºiny
{

0, 1, . . . ,
(
n
2

)}
) a 1

365
(pravd¥podobnost toho, ºe dva náhod-

n¥ vybraní lidé mají narozeniny ve stejný den). Poissonova aproximace vy-
chází z faktu, ºe limitním rozd¥lením Bi(n, p) pro n → ∞ je Poissonovo
rozd¥lení s parametrem λ → np pro np kone£né. Tedy v na²em p°ípad¥ pro
dostate£n¥ velkou hodnotu

(
n
2

)
nahradíme rozd¥lení Bi

((
n
2

)
, 1

365

)
Poissonovým

rozd¥lením s parametrem λ =
(n2)
365

= n(n−1)
2·365

, £ili P (Xn = k) = λk

k!
e−λ pro

∀k ∈
{

0, 1, . . . ,
(
n
2

)}
. Úpravami snadno nahlédneme, ºe:

P (Xn > 0) = 1− P (Xn = 0) = 1− e−λ = 1− e−
n(n−1)
2·365 ≡ p

Po
(n) = pexp1

(n)
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Z°ejm¥ Poissonova aproximace je identická s exponenciální aproximací 1. °ádu
uvedenou v bod¥ a).

Na záv¥r této podkapitoly se budeme v¥novat srovnání kvality jednotlivých
aproximací na základ¥ jejich numerických hodnot ve vybraných bodech (ta-
bulka (1.2)) i z gra�ckého pr·b¥hu chyb v závislosti na po£tu lidí n (obrázek
(1.2)). V tabulce m·ºeme ihned pozorovat, ºe v²echny hodnoty p(n), pexp1

(n),
pexp2

(n) a pcomb(n) rychle konvergují k 1. Jelikoº pravd¥podobnost p(n) pro
n = 366 m¥ní svou de�ni£ní formuli3, hodnoty 1 je tedy p°ímo dosaºeno.
U aproximací pexp1

(n), pexp2
(n) a pcomb(n) jsme jejich vzorec pro n = 366

neupravovali, nebo´ uvedené formule jsou de�nované pro v²echna p°irozená
n > 1. Neboli aproximace pexp1

(n), pexp2
(n) a pcomb(n) hodnoty 1 dosahují

pouze limitn¥ v ∞ (nicmén¥ odchylka pexp1
(366), pexp2

(366) a pcomb(366) od
1 nastává aº na osmdesátém desetinném míst¥, £ili je zanedbateln¥ malá.

Tabulka 1.2: Srovnání numerických hodnot p(n), pexp1
(n), pexp2

(n) a pcomb(n)

n p(n) pexp1
(n) pexp2

(n) pcomb(n)

10 0, 1169 0, 1160 0, 1280 0, 1161
20 0, 4114 0, 4058 0, 4217 0, 4062
23 0, 5073 0, 5000 0, 5155 0, 5005
30 0, 7063 0, 6963 0, 7085 0, 6968
40 0, 8912 0, 8820 0, 8883 0, 8823
50 0, 9704 0, 9651 0, 9674 0, 9653
60 0, 9941 0, 9922 0, 9928 0, 9922
70 0, 9992 0, 9987 0, 9988 0, 9987
80 0, 99991 0, 9998 0, 9999 0, 9998
90 0, 999994 0, 99998 0, 99998 0, 99998
100 0, 9999997 0, 999999 0, 999999 0, 999999
200 1− 1, 61 · 10−30 1− 2, 10 · 10−24 1− 1, 60 · 10−24 1− 1, 95 · 10−24

250 1− 2, 29 · 10−51 1− 9, 25 · 10−38 1− 6, 57 · 10−38 1− 8, 23 · 10−38

300 1− 6, 25 · 10−82 1− 4, 32 · 10−54 1− 2, 86 · 10−54 1− 3, 65 · 10−54

350 1− 3, 03 · 10−131 1− 2, 14 · 10−73 1− 1, 32 · 10−73 1− 1, 70 · 10−73

366 1 1− 3, 34 · 10−80 1− 2, 02 · 10−80 1− 2, 60 · 10−80

3nebo´ vzorce (1.1) a (1.2) nep°ipou²tí dosazovat za n £ísla v¥t²í jak 365, povaºujeme-li
faktoriál ze záporného £ísla za nede�novaný
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Nech´ funkce σ je odchylka tak, ºe σ(x) = p(n)− x pro x ∈ 〈0; 1〉, potom
graf na obrázku (1.2) znázor¬uje pr·b¥h funkcí σ

(
pexp1

(n)
)
, σ
(
pexp2

(n)
)
a

σ (pcomb(n)), tedy odchylek (chyb) jednotlivých aproximací od skute£né hod-
noty pravd¥podobnosti p(n) pro n ∈ {2, 3, . . . , 100}. Nicmén¥ pro n ≥ 66
jsou hodnoty v²ech t°í zobrazovaných odchylek men²í neº 0,001 a v grafu
jsou vzájemn¥ nerozli²itelné, navíc nerozli²itelné od osy n. Lze v²ak usuzovat
vzhledem ke konvergenci4 v²ech t°í k°ivek k ose n, ºe v²echny aproximace jsou
velmi p°esné pro n ∈ {66, 67, . . . , 365} . Pokud n ∈ {2, 3, . . . , 65}, obrázek
napovídá, která ze v²ech t°í aproximací je pro dané konkrétní n nejp°esn¥j²í.
Grafy σ

(
pexp1

(n)
)
, resp. σ (pcomb(n)) mají velmi podobný pr·b¥h, jejich body

leºí na jednovrcholových k°ivkách s kladnými hodnotami, které svého maxima
(tj. maximální kladné odchylky od skute£né pravd¥podobnosti p(n)) dosahují
pro n = 33 s funk£ní hodnotou 0,01035, resp. pro n = 34 s funk£ní hodnotou
0,0099. Tedy i v nejhor²ím moºném p°ípad¥ se jedná o aproximace s chybou
nejh·°e okolo 0,01. Graf odchylky σ

(
pexp2

(n)
)
leºí na dvouvrcholové k°ivce

s kladnými i zápornými hodnotami, která má dva lokální extrémy: pro n = 14
s funk£ní hodnotou -0,0124 (maximální moºnou zápornou odchylku) a pro
n = 44 s funk£ní hodnotou 0,0034 (maximální moºná kladná odchylka), £ili
i tato aproximace je v nejhor²ím moºném p°ípad¥ pom¥rn¥ dobrá.

Obrázek 1.2: Srovnání chyb aproximací pexp1
(n), pexp2

(n) a pcomb(n)

ΣIpexp1
HnLM

ΣHpcombHnLL

ΣIpexp2
HnLM

20 40 60 80 100
n

-0.010

-0.005

0.000

0.005

0.010

ΣHPL

4p°íslu²né limity jsou vy²et°ovány v následující kapitole jako (2.5), (2.6) a (2.7)
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1.5 Aproximace po£tu lidí p°i známé pravd¥po-
dobnosti

I v p°ípad¥ ur£ování nejmen²í moºné velikosti skupiny lidí n takové, aby
v této skupin¥ byla pravd¥podobnost aspo¬ jako p°edem dané p, je pro vy²²í
n dle vzorce dle vzorce (1.2) výpo£etn¥ náro£né. Navíc tím, ºe hledáme jako
výsledek ur£ité p°irozené £íslo, není nutné takové £íslo jako °e²ení rovnice
získané ze vzorce (1.2) zji²´ovat s p°esností na n¥kolik desetinných míst. Pro
takové ú£ely je velmi vhodné vyuºívat aproximace. Dv¥ z moºných aproxi-
mací uvedeme v této podkapitole.

Budeme-li postupn¥ upravovat vztah (1.5) z aproximace pexp1
(n), resp.

pexp2
(n) a), dostaneme kvadratickou rovnici (1.10), resp. (1.11):

1− e−
n(n−1)
2·365 = pexp1

(n)

1− pexp1
(n) = e−

n(n−1)
2·365

ln
[
1− pexp1

(n)
]

= −n(n− 1)

2 · 365

n2 − n+ 2 · 365 · ln
[
1− pexp1

(n)
]

= 0 (1.10)

1− e−
n2

2·365 = pexp2
(n)

1− pexp2
(n) = e−

n2

2·365

ln
[
1− pexp2

(n)
]

= − n2

2 · 365

n2 + 2 · 365 · ln
[
1− pexp2

(n)
]

= 0 (1.11)

Kvadratická rovnice (1.10) má ko°eny:

n1,2 =
1
2
±
√

1
4
− 2 · 365 · ln

[
1− pexp1

(n)
]
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Dále nahradíme pexp1
(n) hodnotou p a provedeme úvahu o p°ípustnosti jed-

notlivých °e²ení kvadratické rovnice (1.10). Vezmeme-li v p°ede²lém vztahu
variantu s minusem a uv¥domíme-li si, ºe na n klademe poºadavek celo£ísel-
nosti, vycházelo by nám n ≈ 0, tudíº p°ípustným °e²ením bude pouze
varianta s plusem. Hodnota aproximace po£tu lidí n nutných k dosaºení
úrovn¥ zadané hodnoty pravd¥podobnosti p je tedy dána vzorcem:

n ≈ 1

2
+

√
1

4
− 2 · 365 · ln (1− p) (1.12)

Obdobnou úvahou jako v p°ede²lém odstavci získáme hrub²í aproximaci
po£tu lidí n nutných k dosaºení úrovn¥ zadané hodnoty pravd¥podobnosti p:

n ≈
√
−2 · 365 · ln (1− p) (1.13)

Jaká je p°esnost uvedených aproximací a jak je s nimi t°eba zacházet?
Prove¤me následující jednoduchý test na hodnoty získané aproximací (1.12):
Dosazujme do vzorce (1.12) postupn¥ hodnoty p(2), p(3), . . . , p(100) a sleduj-

me, jak se bude vyvíjet hodnota n∗ (p(n)) =
⌊

1
2

+
√

1
4
− 2 · 365 · ln [1− p(n)]

⌋
(neboli aproximované n zaokrouhlené sm¥rem dol·, nebo´ není moºné rozum-
n¥ interpretovat nap°. jednu desetinu £lov¥ka). P°i numerickém výpo£tu v soft-
waruMathematica pro n ∈ {2, 3, . . . , 46} vºdy dostáváme n∗ (p(n)) = n, poté
v²ak n∗ (p(47)) = 48. Dále pro n ∈ {47, 48, . . . , 64} vºdy platí
n∗ (p(n)) = n+ 1, nicmén¥ n∗ (p(65)) = 67, atd.

Trend, kdy se postupn¥ zvy²uje hodnota aproximovaného n∗ oproti skute£-
né hodnot¥ n, stále pokra£uje a kaºdé navý²ení o jednotku je £ím dál tím
£ast¥j²í. �ím je toto zp·sobeno? Totiº diference p(n+ 1)− p(n) se zmen²ují
rychleji, neº klesá funkce σ

(
pexp1

(n)
)
, coº má za následek, ºe v ur£itých

hodnotách n bude platit p(n) = pexp1
(n) + σ

(
pexp1

(n)
) .

= pexp1
(n + k), kde

p°irozené £íslo k bude spl¬ovat n∗(p(n)) = n + k. Dva konkrétní p°íklady
tohoto problému jsme uvedli v p°ede²lém odstavci, sta£í si totiº pov²im-
nout, ºe pexp1

(47) = 0, 9483, σ
(
pexp1

(47)
)

= 0, 0065, pexp1
(48) = 0, 9545

a pexp1
(47) + σ

(
pexp1

(47)
) .

= 0, 9548
.
= 0, 9549

.
= pexp1

(48), rovn¥º také
pexp1

(65) = 0, 9966, σ
(
pexp1

(65)
)

= 0, 0010, pexp1
(67) = 0, 9977 a pexp1

(65) +
+σ

(
pexp1

(65)
) .

= 0, 9976
.
= 0, 9977

.
= pexp1

(67). Pro dal²í ilustraci tohoto
uvádíme tabulku, která srovnává diference a odchylky pro n od 90 do 99
(tabulka (1.3)):
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Tabulka 1.3: Srovnání diferencí p(n) a odchylek σ
(
pexp1

(n)
)

n p(n) p(n+ 1)− p(n) σ
(
pexp1

(n)
)

n∗ (p(n))

90 0, 999994 1, 52 · 10−6 0, 000011 94
91 0, 999995 1, 16 · 10−6 8, 78 · 10−6 95
92 0, 999997 8, 77 · 10−7 6, 98 · 10−6 96
93 0, 999997 6, 63 · 10−7 5, 52 · 10−6 97
94 0, 999998 4, 99 · 10−7 4, 36 · 10−6 98
95 0, 999999 3, 75 · 10−7 3, 43 · 10−6 99
96 0, 999999 2, 80 · 10−7 2, 69 · 10−6 100
97 0, 999999 2, 09 · 10−7 2, 10 · 10−6 101
98 0, 999999 1, 55 · 10−7 1, 63 · 10−6 102
99 0, 9999996 1, 14 · 10−7 1, 27 · 10−6 104

Záv¥rem lze °íci, ºe aproximace (1.12) dává p°esné hodnoty pro pravd¥po-
dobnosti men²í jak 0,95. Chceme-li aproximovat tímto zp·sobem pro n¥k-
terou z hodnot velmi blízkou 1, musíme se spokojit s tím, ºe nám aproximace
dá orienta£ní výsledek, od n¥jº bude t°eba aº n¥kolik jednotek ode£íst, aby-
chom se dostali k hledané hodnot¥ n. Je v²ak t°eba docenit, ºe pokud by-
chom nem¥li k dispozici aproximaci (1.12), museli bychom p°i známé hodnot¥
pravd¥podobnosti p(n) (ne p°íli² blízko u 1) dostávat p°íslu²né n ze vztahu
(1.2), tj. °e²ením rovnice p(n) = 1− 365!

365n(365−n)!
v neznámé n, coº analyticky

p°i obecném n nelze provést a numericky m·ºeme dostat pouze lep²í £i hor²í
aproximace.
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Kapitola 2

P°ihrádkový problém
s p°edpokladem rovnom¥rnosti

Narozeninový problém lze zobec¬ovat v n¥kolika sm¥rech. Jednou ces-
tou zobecn¥ní problému je uvolnit p°edpoklad o 365 dnech v roce a hledat
pravd¥podobnost toho, ºe p°i umis´ování n p°edm¥t· do m p°ihrádek v n¥k-
teré p°ihrádce budou alespo¬ dva p°edm¥ty, pak evidentn¥ p°i volb¥m = 365
dostaneme narozeninový problém studovaný v první kapitole. Jinou cestou
zobecn¥ní je uvolnit p°edpoklad o stejné pravd¥podobnosti narození v libo-
volném dnu v roce, totiº m·ºeme nap°íklad kaºdému m¥síci, týdnu p°ípadn¥
dnu (v tom nejobecn¥j²ím p°ípad¥) p°i°adit jinou (skute£nou) pravd¥podob-
nost narození. V této kapitole se budeme zabývat prvním typem zobecn¥ní,
v kapitolách následujících prozkoumáme druhou variantu zobecn¥ní.

2.1 Pravd¥podobnost shody v obecném
p°ihrádkovém problému

Provedeme-li úvahu zaloºenou na Dirichletov¥ principu analogicky s pod-
kapitolou 1.2, v níº v²ude nahradíme 365 obecným m a místo p(n), resp. q(n)
budeme psát p(m,n), resp. q(m,n), bude platit, ºe pro n > m, je q(m,n) = 0
a p(m,n) = 1 a v p°ípad¥, ºe 2 ≤ n ≤ m, dostaneme:

q(m,n) =
n∏
k=2

m− k + 1

m
=

n∏
k=1

m− k + 1

m
=

m!

mn(m− n)!
(2.1)
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p(m,n) = 1− q(m,n) = 1− m!

mn(m− n)!
(2.2)

2.2 Exponenciální aproximace

Ze stejných d·vod· jako v p°ede²lé kapitole, i v p°ihrádkovém problému je
moºné a za ur£itých okolností i výhodné uvaºovat aproximaci pravd¥podob-
nosti p(m,n) pravd¥podobností pexp(m,n) = 1 − e−

n(n−1)
2m . Vid¥li jsme, ºe

pro m = 365 je exponenciální aproximace velmi p°esná a vhodná pro ur£ení
minimálního po£tu lidí, který by uspokojil poºadovanou pravd¥podobnost
shody v narozeninovém problému. Jak je to s kvalitou exponenciální aproxi-
mace pro r·zné hodnoty n a m?

V podkapitole 1.4 jsme ukazáli, ºe pexp1
(n) < p(n), analogicky nahléd-

neme, ºe i pexp(m,n) < p(m,n) pro n ∈ {2, 3, . . . ,m}. Ozna£me:

A(m,n) ≡ p(m,n)− pexp(m,n) = e−
n(n−1)

2m − m!
mn(m− n)!

= e−
n(n−1)

2m − Γ(m+ 1)
mnΓ(m− n+ 1)

P°edpokládejme, ºe jsme dode�novali funkci A p°edpisem pomocí gamma
funkce1 na v²echna reálná £ísla spl¬ující 2 ≤ n ≤ m, potom takto de�-
novaná funkce je z°ejm¥ spojitá2. Chceme-li ur£it kvalitu dané aproximace,
musíme být schopni vy²et°it pr·beh funkce A(m,n), coº je v obecné rovin¥
velmi náro£ný problém. Derivace ∂A(m,n)

∂m
a ∂A(m,n)

∂n
vedou na funkce, jejichº

ko°eny ve v²í obecnosti nebudeme schopni vyjád°it. Spo£ítáme první par-
ciální derivace A(m,n) dle m i n:

∂A(m,n)

∂m
=

(n− 1)n

2m2
e−

(n−1)n
2m +

Γ(m) (mHm−n −mHm + n)

mnΓ(m− n+ 1)
(2.3)

∂A(m,n)

∂n
=

(1− 2n)

2m
e−

(n−1)n
2m +

Γ(m+ 1) (−Hm−n + ln(m) + γ)

mnΓ(m− n+ 1)
, (2.4)

1Jak známo, faktoriál lze p°epsat pomocí gamma funkce jako Γ(k) = (k − 1)! pro
v²echna p°irozená k (de�ni£ní obor gamma funkce si navíc s pomocí komplexní analýzy
roz²í°íme na v²echna nezáporná reálná £ísla).

2Vzhledem k poºadavku 2 ≤ n ≤ m jsou totiº vylou£eny p°ípadné body nespojitosti,
které by existovaly p°i de�nici A na celém R2.
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kde Hk =
k∑
i=1

1

i
je p°íslu²ným harmonickým £íslem (pro n¥jº rovn¥º p°ipou²-

tíme existenci zobecn¥ní na nezáporných reálných £íslech (viz. nap°. [8]) a γ
je tzv. Euler-Mascheroniho konstanta s p°ibliºnou hodnotou 0,5772156649.

Ur£ení pr·b¥hu funkce A(m,n) £ist¥ analyticky je netriviální, pro klí£ové
nulové body a intervaly, kde je funkce ∂A(m,n)

∂m
vzhledem k prom¥nné m a

∂A(m,n)
∂n

vzhledem k n kladná £i záporná, se nám nepoda°í nalézt rozumné
obecné explicitní vyjád°ení. Provedeme v²ak ur£itá pozorování na základ¥
graf· t¥chto funkcí pro p°ípustné hodnoty n a m, které spl¬ují 2 ≤ n ≤ m.

Obrázek 2.1: Pr·b¥h ∂A(m,n)
∂m

pro r·zná n
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Na prvním grafu na obrázku (2.1) vidíme pr·b¥h ∂A(m,n)
∂m

typický pro
v¥t²inu p°irozených n (krom¥ malých hodnot). Bude se jednat o dvouvr-
cholovou k°ivku, pro kterou p°i m = n hodnota ∂A(m,n)

∂m
zprava konverguje

k 0, dále funkce roste aº do jistého vrcholu V1 (lokální a zárove¬ i globální
maximum), z n¥jº klesá, protíná osu m v jistém bod¥ m∗ a následn¥ klesá aº
do ur£itého vrcholu V2, z n¥jº pak dále roste a asymptoticky se p°ibliºuje k ose
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m. Na zbylých grafech vidíme odli²né situace pro malá n. Pro n = 4 neexistuje
nulový bod m∗, pro n = 5, 6 jiº tento bod existuje, nicmén¥ na grafech se
neobjevuje vrchol V1 (bude patrný práv¥ s rostoucím n). P°i vy²²ím n jiº
z·stanou vý²e popsané vlastnosti k°ivky zachovány, s tím, ºe r·zné hodnoty
(m,n) budou zp·sobovat r·zné sou°adnice obou vrchol· i nulového bodu,
jehoº sou°adnice vy²et°ujeme v dal²ím odstavci. Z°ejm¥ nyní ∂A(m,n)

∂m
> 0 na

(2,m∗), a tedy funkce A(m,n) je rostoucí vzhledem k m, dále ∂A(m,n)
∂m

< 0
na (m∗,∞), tudíº funkce A(m,n) je klesající vzhledem k m a bod m∗ je bo-
dem lokálního maxima. V p°ípad¥, ºe neexistuje bod m∗, je funkce A(m,n)
klesající vzhledem k m v celém uvaºovaném de�ni£ním oboru.

Obrázek 2.2: Hodnoty m∗ a A(m∗, n) pro r·zná n

0.250411 n2
- 0.19742 n + 0.493295
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První graf na obrázku (2.2) ukazuje vývoj hodnot m∗ (neboli hodnot
maximalizujících A(m,n) pro dané n). Navíc jsme tyto diskrétní hodnoty
metodou nejmen²ích £tverc· s vyuºitím softwaruMathematica proloºili para-
bolou, jejíº rovnice je uvedena na obrázku a která nám m·ºe poslouºit pro
p°ibliºné ur£ení m∗ p°i vy²²ím n3. Následující graf p°íslu²né maximální hod-
notyA(m∗, n) (tedy maximální moºné nep°esnosti exponenciální aproximace)
vy£ísluje. V²imn¥me si, ºe body grafu A(m∗, n) leºí na jednovrcholové k°ivce
s vrcholem V (je maximem), p°itom funkce A(m∗, n) do vrcholu (v okolí bodu
n = 3 s funk£ní hodnotou 0,1457) roste a dále pak klesá a asymptoticky se
p°imyká k ose n (tento fakt pozd¥ji zd·vodníme). Je t°eba si je²t¥ uv¥domit,
ºe uvedeným postupem nemusí být m∗ celé £íslo, tedy maximalizujeme-li
A(m,n) p°i pevném n na oboru p°irozených £ísel, bude maxima dosaºeno
v okolí bodu m∗, tj. v hodnot¥ bm∗c nebo dm∗e. V kaºdém p°ípad¥ pro
v²echna p°ípustná p°irozená m bude A(m,n) ≤ A(m∗, n). Kone£n¥
A(m∗, 70) = 0, 0052, tedy pro libovolné p°ípustné p°irozené m je nep°esnost
exponenciální aproximace p°i n = 70 v nejhor²ím p°ípad¥ nejvý²e 0,0052 a
pro vy²²í n se tato chyba dále sniºuje vzhledem ke konvergenci A(m∗, n) k 0.

Obrázek 2.3: Pr·b¥h ∂A(m,n)
∂n

pro m = 60
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3Pokud budeme prokládat body m
∗
pro n ∈ {2, 3, . . . , 1000}, dostaneme rovnici pro-

loºení 0.250004n2 − 0.168906n + 0.172561, £ili vidíme, ºe koe�cient (nejvýznamn¥j²ího)
kvadratického £lenu s rostoucím n bude nejspí² konvergovat k 0,25, absolutní i lineární
£len se budou dále p°ibliºovat k 0 a jejich význam bude mnohem men²í.
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Na obrázku (2.3) m·ºeme sledovat pr·b¥h ∂A(m,n)
∂n

typický pro v²echna
p°irozená m > 2. Bude se jednat o dvouvrcholovou k°ivku, pro kterou p°i
n = 2 hodnota ∂A(m,n)

∂n
zprava konverguje k 0, dále funkce roste aº do jistého

vrcholu V1 (lokální a zárove¬ globální maximum), z n¥jº klesá, protíná osu n
v jistém bod¥ n∗ a dále klesá aº do ur£itého vrcholu V2, ze kterého následn¥
roste a asymptoticky se p°ibliºuje k ose n. R·zné hodnoty (n,m) budou
zp·sobovat r·zné sou°adnice obou vrchol· i nulového bodu, které vy²et°íme
v následujícím odstavci. Kone£n¥ platí ∂A(m,n)

∂n
> 0 na (2, n∗), a tedy funkce

A(m,n) je rostoucí vzhledem k n, dále ∂A(m,n)
∂n

< 0 na (n∗,m〉, tudíº funkce
A(m,n) je klesající vzhledem k n a bod n∗ je bodem lokálního maxima.

Obrázek 2.4: Hodnoty n∗ a A(m,n∗) pro r·zná m
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První graf na obrázku (2.4) ukazuje vývoj hodnot n∗ (neboli hodnot maxi-
malizujících A(m,n) pro daném). Op¥t jsme tyto diskrétní hodnoty metodou
nejmen²ích £tverc· za pomoci softwaru Mathematica proloºili k°ivkou in-
verzní k jedné v¥tvi paraboly, jejíº rovnice je uvedena na obrázku a která nám
m·ºe poslouºit pro p°ibliºné ur£ení n∗ p°i vy²²ím m4. Následující grafy tyto
maximální hodnoty A(m,n∗) (tedy maximální moºné nep°esnosti exponen-
ciální aproximace) vy£íslují. M·ºeme si pov²imnout, ºe body grafu A(m,n∗)
leºí na jednovrcholové k°ivce s vrcholem V (je maximem), p°itom funkce
A(m,n∗) do vrcholu (v okolí bodu m = 3 s funk£ní hodnotou 0,1457) roste
a dále pak klesá a asymptoticky se p°imyká k ose m, ale pomaleji neº se

4Pokud budeme prokládat body n
∗
pro m ∈ {2, 3, . . . , 1000}, dostaneme rovnici pro-

loºení 1, 72994
√
m− 0, 511614 + 0, 447477, £ili vidíme, ºe nejvýznamn¥j²í koe�cient p°ed

odmocninou má tendenci pozvolna r·st s rostoucím n, naopak vliv absolutního £lenu se
postupn¥ eliminuje.
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p°imykala A(m∗, n) k ose n. Je t°eba si je²t¥ uv¥domit, ºe uvedeným pos-
tupem nemusí být n∗ celé £íslo, neboli p°i maximalizaci A(m,n) pro pevné
m na oboru p°irozených £ísel bude maxima dosaºeno v okolí bodu n∗, tj.
v hodnot¥ bn∗c nebo dn∗e. Kaºdopádn¥ pro v²echna p°ípustná p°irozená n
bude A(m,n) ≤ A(m,n∗). Kone£n¥ A(1000, n∗) = 0, 0062, tedy pro libovolné
p°ípustné p°irozené m je nep°esnost exponenciální aproximace p°i m = 1000
v nejhor²ím p°ípad¥ nejvý²e 0,0052 a pro vy²²í m se tato chyba dále sniºuje.
Porovnáme-li tento výsledek se situací (2.2), vidíme, ºe pro zaji²t¥ní srov-
nateln¥ vysoké garantované maximální chyby aproximace musíme vzít m
výrazn¥ vy²²í neº sta£ilo brát n = 70. Proto p°i volbách niº²ích hodnot
m p°esnost exponenciální aproximace klí£ov¥ závisí na hodnot¥ n, kdy p°i
ne²ikovné kombinaci (m,n) se m·ºe nep°esnost pohybovat aº v °ádu desetin,
coº je nezanedbatelná hodnota.

Jak jsme si mohli pov²imnout v p°edcházející analýze funkce A(m,n),
problematické jsou malé hodnotym a n, pro n¥º se funkce nechová monotónn¥.
Nicmén¥ jak dále uvídíme z jejích asymptotických vlastností, od ur£itých
hodnot m0, n0 ∈ N funkce A(m,n) asymptoticky klesá k 0, coº zaru£í ºá-
doucí p°esnost dané exponenciální aproximace. Nuºe ur£eme lim

m→∞
A(m,n),

lim
n→m

A(m,n) a lim
n→m,m→∞

A(m,n):

lim
m→∞

A(m,n) = lim
m→∞

e−
n(n−1)

2m − lim
m→∞

n∏
k=1

(
1− k − 1

m

)
= e0 − 1n = 0 (2.5)

lim
n→m

A(m,n) = lim
n→m

e−
n(n−1)

2m − lim
n→m

m!

mn(m− n)!
= e−

m−1
2 − m!

mm
(2.6)

lim
m→∞

(
e−

m−1
2 − m!

mm

)
= e−∞ − lim

m→∞

√
2πm

(
m
e

)m (1 + o(m))
mm

= 0− lim
m→∞

√
2πm
em

= 0

(2.7)
Dodejme, ºe ve vzorci (2.7) vyuºíváme tzv. Stirling·v rozvoj pro faktoriál
m!.

Kone£n¥ uve¤me, ºe analogicky by bylo moºné uváºit inverzní aproximaci
pro po£et lidí (p°edm¥t·) n, aby pravd¥podobnost umíst¥ní alespo¬ dvojice
p°edm¥t· do jedné p°ihrádky byla aspo¬ p, a to dosazením m na místo 365
v aproximacích (1.12) a (1.13) spo£tených v podkapitole 1.4:

27



n ≈ 1

2
+

√
1

4
− 2m · ln (1− p) (2.8)

n ≈
√
−2m · ln (1− p) (2.9)

2.3 Význam v kryptogra�i a hashování

Chceme-li ukládat ur£itý (velký) objem dat do n¥jaké po£íta£ové databáze
a pak v ní i efektivn¥ vyhledávat, sekven£ní ukládání je díky své £asové
náro£nosti na prohledávání nevyhovující a p°ímý p°ístup, p°i kterém známe
p°esný index záznamu, který takto nalezneme bez jakéhokoli vyhledávání,
má zase vysoké pam¥´ové nároky. V informatice je snaha sniºovat £asovou
sloºitost i pam¥´ové nároky v²ech proces·, proto je tento problém uvnit° po£í-
ta£e £asto °e²en hashováním (rozptylováním), které je kompromisní variantou
mezi sekven£ním a p°ímým p°ístupem.

P°i hashování je kaºdému vstupnímu datu na základ¥ jistého p°edpisu
(hashovací funkce) p°i°azen index ur£ující jeho pozici v databázi. Pokud
následn¥ máme za úkol takový záznam nalézt, sta£í nám znát jeho index a
pouºitou hashovací funkci. Platí, ºe objem dat je v¥t²í neº kapacita databáze
a soub¥ºn¥ (i jako d·sledek), ºe hashovací funkce5 není prostá, coº vede k tzv.
koliz ı́m. Kolize nastává, kdyº p°edpis hashovací funkce p°i za°azování n-tého
záznamu ukáºe na pozici, kde se jiº n¥jaký záznam nachází. Významným
cílem p°i hashování je co moºná nejvíce takovým kolizím zabránit, tj. ma-
ximáln¥ sníºit jejich pravd¥podobnost6, av²ak ur£it pravd¥podobnost takové
kolize není ni£ím jiným neº aplikovat poznatky získané o p°ihrádkovém pro-
blém v p°ede²lé podkapitole.

Hashování se £asto pouºívá v kryptogra�i jako jedna z moºných forem
zabezpe£ení. Narozeninový paradox, diskutovaný v podkapitole 1.3, má práv¥
v kryptogra�i zásadní dopad: totiº tzv. útoky hrubou silou (tj. pokusy o pro-
lomení hashovací funkce vyhledáváním dvojice kolidujících dat umíst¥ných
na stejnou pozici v databázi prostým zkou²ením v²ech moºností) jsou díky

5M¥l by to být takový p°edpis, který bude data �dob°e� rozptylovat, tj. bude mít co
nejniº²í pravd¥podobnost kolize (ºe k jedné moºné pozici v databázi p°i°adí více záznam·),
jednoduchými p°íklady takové hashovací funkce jsou nap°. funkce h(n) ≡ n mod p, kde p
je n¥jaké vhodn¥ zvolené prvo£íslo vzhledem k velikosti databáze.

6U praktických hashovacích funkcích v²ak nikdy nem·ºe být nulová, v²echny uvaºované
hashovací funkce jsou p°irozen¥ kolizní.
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narozeninovému paradoxu snaz²í, neº by se na první pohled mohlo zdát. Pro
k-bitovou hashovací funkci (z°ejm¥ umoº¬uje rozptylování aº do 2k r·zných
pozic databáze) nastává kolize s nezanedbatelnou pravd¥podobností
p°ibliºn¥ 0,5 jiº v mnoºin¥ obsahující 2

k
2

√
2 · ln 2 ≈ 1, 1774 · 2 k

2 dat (výsledek
pro n získaný dosazením p = 0, 5 a m = 2k do vztahu (2.9)), namísto
o£ekávaných 1

2
· 2k dat (výsledek plynoucí z intuitivní úvahy, ºe v polovi-

n¥ hashovaných dat musí být pravd¥podobnost kolize p°ibliºn¥ 0,5). Tedy
po prohledání 1, 1774 · 2 k

2 dat jiº máme p°ibliºn¥ 50% ²anci, ºe nalezneme
kolidující dvojici, p°itom £íslo 2

k
2 je vzhledem k bezpe£nostním poºadavk·m

pro malá k pom¥rn¥ malé7, coº klade jistý nárok na délku hashovací funkce
(tj. nejen na její kvalitu). Samotné hledání kolizních stav· je klí£ové p°i au-
tentizaci nebo autorizaci dat, které se pouºívají v elektronickém podpisu atd.

Na záv¥r kapitoly zmíníme dva konkrétní p°íklady aplikace hashování:
pro kontrolu zpráv odesílaných po síti a pro uchovávání hesel. P°i posílání
zpráv po sítí v¥t²inou dochází k tomu, ºe odesílaná zpráva vstoupí do jistého
hashovacího algoritmu, jehoº výsledkem je tvz.message digest, poté se vhodn¥
za²ifruje, p°ipojí se k ní message digest a v této podob¥ se ode²le adresá-
tovi. Adresát zprávu pomocí sdíleného klí£e de²ifruje, provede hashování a
výslednýmessage digest porovná s tím, který byl p°iloºen ke zpráv¥ odesílate-
lem. Shodují-li se oba dva message digest, znamená to, ºe zpráva nebyla
b¥hem p°enosu nijak zm¥n¥na. Hashování p°i uchovávání hesel má význam
pro jejich ochranu p°ed zneuºitím, totiº z bezpe£nostních d·vod· není vhodné
uchovávat hesla v jejich zdrojovém tvaru, proto se uchovává pouze výsledek,
který nám poskytne hashovací funkce. Vzhledem k povaze hashovacího algo-
ritmu (vhodn¥ zvoleného) bude nesmírn¥ sloºité z výsledku hashovací funkce
odvodit p·vodní heslo, nicmén¥ pro opera£ní systém bude naopak velice
snadné podle výsledk· hashování ov¥°it správnost hesla.

7Pro dosaºení uspokojivé bezpe£nosti dané hashovací funkce se obvykle volí k ≥ 256.
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Kapitola 3

Narozeninový problém v p°ípad¥
nerovnom¥rného rozd¥lení

V této kapitole se budeme zabývat narozeninovým problémem v kla-
sické podob¥, v jaké jsme se s ním seznámili v první kapitole. Budeme
dále vyuºívat p°edpoklad o neexistenci p°estupných let, ale uvolníme p°ed-
poklad o rovnom¥rném rozd¥lení pravd¥podobností narození v jednotlivých
dnech b¥hem roku, coº odpovídá skute£né situaci. Na kolik je p°edpoklad
rovnom¥rného rozd¥lení po²kozující? Poskytuje dobrou aproximaci reálné
situace? Jaký je vztah mezi pravd¥podobností ur£enou v narozeninovém
problému s a bez p°edpokladu rovnom¥rnosti?

3.1 P°í£iny nerovnom¥rností v reálné distribuci
porod· b¥hem roku

Pro zkoumání narozeninového problému bez p°edpokladu rovnom¥rnosti
je pot°eba vzít v úvahu tzv. sezónnost porod· i r·zné cykli£nosti, které
je moºné v distribuci porod· sledovat. Jsou totiº nejb¥ºn¥j²ími p·vodci
nerovnom¥rností v rozd¥lení pravd¥podobnosti narození v daný den b¥hem
roku. Nerovnom¥rnosti v²ak vyvolávají i politická rozhodnutí (nap°. jedná-li
se o zavád¥ní £i zm¥ny dávek pro matky, narozené d¥ti apod.) i °ada událostí
nep°írodního charakteru.

�etnost narození je v jednotlivých m¥sících a obdobích roku rozdíl-
ná. Rozloºení po£tu narozených d¥tí, resp. koncepcí b¥hem kalendá°ní-
ho roku souvisí s biologicko-klimatickými podmín¥nostmi a ºivotním
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stylem obyvatelstva, proto se z dlouhodobého pohledu - nebere-li se
v úvahu náhodné kolísání - m¥ní jen málo a pozvolna. Krom¥ toho
není sezónnost pro celkový charakter reprodukce nijak významná, v de-
mogra�i je proto spí²e okrajovým tématem.

V �eské republice se pravideln¥ vy²²í po£et d¥tí rodí v jarních
a letních m¥sících, zatímco na podzim a v první polovin¥ zimy jsou
po£ty narozených podpr·m¥rné. V období 1993 - 2005 do²lo k mírnému
sníºení m¥sí£ních index·1 v první £tvrtin¥ roku a naopak k nár·stu in-
dex· v posledním £tvrtletí, £ímº se t¥ºi²t¥ porodnosti posunulo z ob-
dobí únor-£ervenec na duben-zá°í2. Zárove¬ se v²ak rozdíly v po£tu
narozených v jednotlivých m¥sících pon¥kud zmen²ily. [1]

�eský statistický ú°ad se v²ak p°i evidování porod· b¥hem roku zabývá
nejvý²e m¥sí£ní sezónností porod·, a tedy neregistruje po£ty porod· pro
jednotlivé dny v roce. Z d·vodu absence pot°ebných dat pro �R pouºi-
jeme pro na²e ú£ely studii [2] Geo�rey C. Berresforda z Univerzity Long
Island (USA), který srovnával pravd¥podobnost narození 1

365
za p°edpokladu

rovnom¥rného rozd¥lení s relativními £etnostmi porod· pro kaºdý den v roce
1977 vypo£tenými na základ¥ dat ze státu New York v témºe roce. V této
studii bylo zji²t¥no, ºe se relativní £etnosti pro jednotlivé dny b¥hem roku
pohybují od 0,002135 (pro ned¥li, 11. prosince 1977) do 0,003478 (pro st°edu,
6. £ervence 1977), coº p°edstavuje odchylku od teoretické pravd¥podobnosti

1
365

= 0, 002740 aº o 27%.

1Jedná se o tzv. m¥sí£ní indexy porodnosti, které se získají následujícím postupem: Nej-
prve se výchozí absolutní m¥sí£ní po£ty narozených standardizují, tj. o£istí se od rozdílné
délky jednotlivých m¥síc·. M¥sí£ní indexy jsou poté vypo£teny jako pom¥r standardizo-
vaného po£tu narozených v daném m¥síci k pr·m¥rnému m¥sí£nímu po£tu narozených
v daném roce. Hodnota indexu pro pr·m¥rný m¥síc v roce je tedy rovna jedné.

2tyto záv¥ry potvrzují i obrázky 3.1 a 3.3, které se zabývají sezónností porod·
ve stát¥ New York (USA)
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Obrázek 3.1: Rozloºení relativních £etností porod· ve stát¥ New York (USA)
b¥hem roku 1977

Na obrázku 3.1, jenº pochází z Berresfordovy studie, je vodorovnou linkou
nazna£ena úrove¬ pravd¥podobnosti za p°edpokladu rovnom¥rného rozd¥lení
porod· b¥hem roku. Obrázek jasn¥ ukazuje zna£né kolísání skute£ných re-
lativních £etností kolem teoretické pravd¥podobnosti 1

365
v celém sledovaném

období a navíc napovídá, ºe v rozloºení porod· bude hrát pravd¥podobn¥
roli jistý týdenní cyklus, jelikoº trend výkyv· se periodicky opakuje p°ibliºn¥
kaºdých 7 dní.

Joshua Gans a Andrew Leigh ve svém £lánku [3] hypotézu o existenci
týdenního cyklu v porodech potvrzují a zkoumají p°í£iny tohoto jevu. Platí
totiº, ºe o víkendu se rodí mén¥ d¥tí neº v pracovních dnech, nejvíce d¥tí
se rodí ve £tvrtek, nejmén¥ pak v ned¥li. P°í£inou nerovnom¥rného rozloºení
porod· b¥hem týdne je z°ejm¥ moºnost plánování si doby porodu (nap°.
vyvoláním p°ed£asného porodu apod.). Na niº²ím podílu porod· b¥hem ví-
kendu se tak m·ºe podepsat i pracovní doba a s ní související ekonomické
dopady pro chod porodnických za°ízení. I personál t¥chto za°ízení má stan-
dardní pracovní dobu od pond¥lí do pátku. O víkendu, kdy je provoz takových
za°ízení omezen¥j²í, navíc musejí zam¥stnanci porodnic dostávat p°íplatky ke
mzd¥, coº zvy²uje osobní náklady nemocnice. Obrázek 3.2 zachycuje rozloºení
porod· na jednotlivé dny v týdnu, byl sestaven na základ¥ dat z Australského
statistického ú°adu z let 1975 aº 2003. Dodejme, ºe vodorovná linka zachy-
cuje úrove¬ teoretické pravd¥podobnosti 1

7
p°i rozd¥lení porod· rovnom¥rn¥
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mezi v²ech 7 dní.

Obrázek 3.2: Rozloºení relativních £etností porod· v r·zných dnech v týdnu
v Austrálii za odbobí let 1975-2003

Zmi¬ovaná týdenní cykli£nost v porodech má jistý dopad na rovnom¥rnost
distribuce porod· b¥hem jednoho roku, jiº bychom rádi p°edpokládali: Zp·-
sobuje tak významné kolísání, ºe bychom výsledky získané aproximací reál-
ného problému problémem s p°edpokladem rovnom¥rnosti z první kapitoly
nemohli povaºovat za dostate£n¥ spolehlivé. Ov²em je ve v²ech populacích
týdenní cykli£nost porod· relevantní? Snadno dovodíme, ºe nikoli. P°ede²lé
úvahy naráºejí na ten nedostatek, ºe jsme zkoumali data jen z jednoho je-
diného roku. Uvaºujeme-li tedy narozeninový problém v populaci jednoho
ro£níku, opravdu se nelze p°íli² spolehliv¥ opírat o výsledky z první kapitoly.
Navíc to vysv¥tluje, ºe pro p°ípad ²kolních t°íd (ºáci ze stejné t°ídy jsou ob-
vykle jedním a tím samým popula£ním ro£níkem), není vhodné kv·li týdenní
cykli£nosti porod· uvaºovat zjednodu²ení tohoto problému na narozeninový
problém s p°edpokladem rovnom¥rnosti °e²ený v první kapitole.

Populace, ve kterých lze skute£ný narozeninový problém dob°e aproxi-
movat problémem s p°edpokladem rovnom¥rnosti, tedy musejí být sloºené
z osob z r·zných ro£ník· (£ím v¥t²í diverzita, tím je aproximace skute£né
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situace spolehliv¥j²í)3. Proto Berresford ve své studii data upravil tím, ºe
relativní £etnost pro kaºdý den nahradil pr·m¥rem relativní £etnosti to-
hoto dne a ²esti dn· po n¥m následujících, coº evidentn¥ eliminovalo vliv
týdenní cykli£nosti a zárove¬ to vypovídací hodnotu dat jako takových p°íli²
nepoko²dilo. Významným efektem této transformace bylo, ºe odchylky rela-
tivních £etností nyní byly pouze do 10% od hodnoty teoretické pravd¥podob-
nosti 1

365
, viz. obrázek 3.3:

Obrázek 3.3: Rozloºení transformovaných relativních £etností porod· (bez
vlivu týdenní cykli£nosti) ve stát¥ New York (USA) b¥hem roku 1977

Evidentn¥ za situace, kterou ukazuje obrázek 3.3, je aproximace narozeni-
nového problému se skute£nou distribucí porod· problémem s p°edpokla-
dem rovnom¥rnosti dosate£n¥ spolehlivá, nebo´ skute£ná empirická distribuce
porod· se jiº velmi blíºí distribu£ní funkci rovnom¥rného rozd¥lení.

3To je dáno tím, ºe po£et dní v roce (365) je nesoud¥lný s po£tem dní v týdnu (7),
tím pádem i se zahrnutím p°estupných let, se kaºdých nejvý²e 28 po sob¥ jdoucích let
vlivy týdenní cykli£nosti eliminují, nebo´ 1. leden (a samoz°ejm¥ i kterékoli jiné libovoln¥
zvolené datum) pokaºdé p°ipadne na jiný den v týdnu, a to práv¥ £ty°ikrát na kaºdý den
v týdnu b¥hem 28 po sob¥ jdoucích let.
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3.2 Analytický výpo£et pravd¥podobnosti

P°edpokládejme, ºe jsme o£íslovali v²echny dny v roce £ísly od 1 do 365.
Nech´ pi zna£í pravd¥podobnost toho, ºe se daná osoba narodila v i-tém
dni a i = 1, 2, . . . , 365. Uvaºujme, ºe jsme pro dané n vybrali z mnoºiny
{1, 2, . . . , 365} podmoºinu {i1, i2, . . . , in} spl¬ující i1 < i2 < . . . < in. P°ed-
pokládejme, ºe jsme si o£íslovali n osob £ísly od 1 do n. Z°ejm¥
piπ(1)

piπ(2)
· . . . · piπ(n)

je pravd¥podobnost toho, ºe se j-tá osoba narodila
práv¥ v den iπ(j) pro v²echna j = 1, 2, . . . , n, kde π je n¥jaká permutace
prvk· mnoºiny {1, 2, . . . , n}. Jaká je pravd¥podobnost, ozna£me jiQi1,...,in(n),
toho, ºe se kaºdá z osob 1 aº n narodila v práv¥ jednom dni (nezáleºí
v jakém konkrétním) z mnoºiny {i1, i2, . . . , in}? Tuto pravd¥podobnost e-
videntn¥ dostaneme, se£teme-li díl£í pravd¥podobnosti piπ(1)

piπ(2)
· . . . · piπ(n)

p°es v²echny moºné permutace π prvk· mnoºiny {1, 2, . . . , n}. Jelikoº per-
mutace je vzájemn¥ jednozna£né zobrazení, musí platit piπ(1)

piπ(2)
·. . .·piπ(n)

=
= pi1pi2 · . . . ·pin pro libovolnou permutaci π. Kone£n¥, jak známo, permutací
n-prvkové mnoºiny je n!, tudíº Qi1,...,in(n) = n! pi1pi2 · . . . · pin . Pak sta£í vzít
v²echny moºné n-prvkové mnoºiny {i1, i2, . . . , in} ⊂ {1, 2, . . . , 365} takové,
ºe i1 < i2 < . . . < in, to z°ejm¥ p°i sou£asném uvaºování v²ech moºných
permutací index· z kaºdé takové mnoºiny vy£erpává v²echny moºnosti, jak
se n osob m·ºe narodit v n r·zných dnech b¥hem roku, aniº by existovala
mezi nimi dvojice mající narozeniny ve stejný den. Se£teme-li (stejn¥ jako ve
vzorci (3.1)) p°es v²echny takové podmnoºiny index· {i1, i2, . . . , in} odpoví-
dající pravd¥podobnosti Qi1,...,in(n), obdrºíme pravd¥podobnost Q(n) toho,
ºe ve skupin¥ n lidí neexistují dva lidé, kte°í by se narodili ve stejný den.

Q(n) = n!
∑

i1<...<in

pi1 · . . . · pin = n!
∑

i1<...<in

n∏
j=1

pij (3.1)

Bohuºel dle vzorce (3.1) by ve v¥t²in¥ p°ípad· pravd¥podobnost nespo£í-
tal v rozumném £ase ani výkonn¥j²í po£íta£, nebo´ by musel se£íst

(
365
n

)
£len·.

V tabulce (3.1) maximálních p°irozených mocnin 10 men²ích jak
(

365
n

)
vidíme,

ºe, pro v¥t²inu hodnot n se jedná o p°íli² velké mnoºství operací:

Tabulka 3.1: P°edstava o velikosti hodnot
(

365
n

)
n 10 20 23 30 50 75 100 125 150 175 183(

365
n

)
1019 1032 1036 1043 1062 1079 1091 10100 10105 10108 10108
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Budeme-li uvaºovat, ºe jádro velmi výkonného procesoru je schopné usku-
te£nit aº 3 · 109 operací za sekundu a nebudeme-li uvaºovat omezení ply-
noucí z ukládání dat a mezivýsledk· výpo£t·, pak na vykonání

(
365
10

)
≈ 1019

sou£t· bude t°eba asi 3, 33 · 109 sekund, coº £iní tém¥° 106 let. Pokud v²ak
vzorec (3.1) modi�kujeme do mén¥ konkrétní podoby, dojdeme k výpo£etn¥
sch·dn¥j²í formuli (3.2). Pot°ebnost takového vztahu vyplývá i z poºadavku
zmen²it rozsah vstupních dat pro problém, neboli, aby uºivatel nemusel pro
výpo£et znát 365 r·zných pravd¥podobností narození ve v²ech dnech v roce4.

Nech´ máme k dispozici m < 365 r·zných pravd¥podobností p1, . . . , pm
tak, ºe pravd¥podobnost pi je pravd¥podobností narození pro práv¥ di r·zných

dní,
m∑
i=1

di = 365 a
m∑
i=1

dipi = 1, potom:

Q(n) = n!
∑

n1+...+nm=n

m∏
i=1

(
di
ni

)
pnii , (3.2)

kde s£ítáme p°es
(
m+n−1

n

)
r·zných uspo°ádaných m-tic (n1, . . . , nm) nezá-

porných celých £ísel takových, ºe jejich sou£et je n. Jak jsme ke vzorci (3.2)
dosp¥li? ni z°ejm¥ ozna£uje po£et lidí z n osob, kte°í se narodili v n¥kterém
z dn· s pravd¥podobností pi, mluvme v takovém p°ípad¥ o i-té
D-mnoºin¥ (dn·). Jelikoº v i-té D-mnoºin¥ je práv¥ di dní, existuje celkem(
di
ni

)
moºností5, jak taková situace mohla nastat. Snadno nahlédneme, ºe

m∏
i=1

(
di
ni

)
pnii vyjad°uje celkovou pravd¥podobnost, ºe se pevn¥ ur£ených ni

osob ze zkoumané skupiny narodilo výhradn¥ ve dnech i-téD-mnoºiny. Vys£í-
táme-li tyto pravd¥podobnosti p°es v²echna i, dostaneme pravd¥podobnost
toho, ºe p°i pevn¥ stanovené p°íslu²nosti kaºdé osoby do D-mnoºiny dle dnu
svého narození, nebude mezi t¥mito lidmi existovat dvojice, která by se na-
rodila ve stejný den. Uvaºíme-li v²echny moºné permutace n osob, dostaneme
celkovou pravd¥podobnost Q(n) bez pevn¥ stanovené p°íslu²nosti kaºdé o-
soby do ur£ité D-mnoºiny.

Vztah (3.2) nám, mimojiné, umoº¬uje spo£ítat pravd¥podobnost Q(n),
resp. q̆(n) (p°i zna£ení dle první kapitoly) v narozeninovém problému s p°ed-
pokladem rovnom¥rnosti se zahrnutím existence 29. února (p°estupných rok·).

4Mnohdy ani taková data nejsou k dispozici, nap°. �SÚ zve°ej¬uje jen m¥sí£ní relativní
£etnosti jako empirické odhady pravd¥podobností pro jednotlivé m¥síce.

5pokud di < ni, povaºujeme
(

di

ni

)
za 0.
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Vrátíme-li se k poznatk·m z podkapitoly 1.1 a poloºíme-li p1 = 97
146097

, d1 = 1
(tedy p1 bude pravd¥podobnost narození 29. února a d1 po£et dní, které
takovou pravd¥podobnost mají) a p2 = 400

146097
, d2 = 365 (£ili p2 bude hod-

nota pravd¥podobnosti narození v daný konkrétní den b¥hem roku krom¥
29. února a d2 celkový po£et dní s touto stejnou hodnotou pravd¥podob-
nosti), potom pro narozeninový problém s p°edpokladem rovnom¥rnosti a
p°ípu²t¥ním existence p°estupných let obdrºíme vztah (3.3):

˘q(n) = n!
∑

{(n−k,k)|k∈{0,...,n}}

(
1

n− k

)(
97

146097

)n−k (
365

k

)(
400

146097

)k
=

= n!

[(
365

n

)(
400

146097

)n
+

(
365

n− 1

)
97 · 400n−1

146097n

]
=

= n!

(
365

n

)(
400

146097

)n [
1 +

97n

400 · (366− n)

]
(3.3)

S vyuºitím vztahu (3.3) porovnáme vybrané hodnoty p̆(n) = 1 − q̆(n)
s hodnotami p(n) z problému z první kapitoly, kde jsme nep°edpokládali e-
xistenci p°estupných let. Intuitivn¥ (zvý²il se po£et moºností narození) platí
p̆(n) < p(n) pro v²echna n ∈ {2, 3, . . . , 365}. Bude-li nás zajímat vý²e
∆p(n) = p(n) − p̆(n), m·ºeme sledovat tabulku (3.2) nebo graf na obrázku
(3.4).

Jak je patrné z grafu, hodnoty ∆p(n) rychle rostou aº do jistého ma-
xima, které nastává v bod¥ n = 27 s funk£ní hodnotou p°ibliºn¥ 0,000447,
z tohoto bodu dále prudce klesá a asymptoticky se p°imyká k ose n. Je tedy
patrné, ºe vynechání p°edpokladu existence p°estupných let zp·sobí v nej-
hor²ím p°ípad¥ nep°esnost o velikosti nejvý²e 0,000447, coº je zanedbatelná
hodnota.
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Tabulka 3.2: N¥které numerické hodnoty p̆(n) a p(n)
n p̆(n) p(n)

10 0, 1168 0, 1169
20 0, 4111 0, 4114
23 0, 5069 0, 5073
30 0, 7059 0, 7063
40 0, 8909 0, 8912
50 0, 9702 0, 9704
60 0, 9941 0, 9941
70 0, 9992 0, 9992
80 0, 99991 0, 99991
90 0, 999994 0, 999994
100 0, 9999997 0, 9999997
200 1− 1, 82 · 10−30 1− 1, 61 · 10−30

300 1− 1, 08 · 10−81 1− 6, 25 · 10−82

350 1− 1, 51 · 10−130 1− 3, 03 · 10−131

366 1− 2, 77 · 10−158 1

Obrázek 3.4: Pr·b¥h rozdíl· ∆p(n) = p(n)− p̆(n) v závislosti na n

50 100 150 200 250 300 350
n0.0000

0.0001

0.0002

0.0003

0.0004

0.0005
Dp HnL

Jiné a velmi uºite£né pouºití vzorce (3.2) uvádíme v podkapitole 3.4,
kde jej aplikujeme na konkrétní data z �SÚ a dospíváme k záv¥ru, ºe i
p°es významné omezení po£tu vstupujících pravd¥podobností ze 365 na 12,
budou sice výpo£etní omezení významn¥ zmírn¥na (neboli °ady výsledk· se
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do£káme v dosaºitelném £ase), ale stále budeme schopni pravd¥podobnost
Q(n) numericky vy£íslit jen pro n¥kolik nejmen²ích hodnot n.

3.3 Narozeninová nerovnost

Narozeninový problém s p°edpokladem rovnom¥rnosti hraje úlohu mezní-
ho p°ípadu pro narozeninový problém se skute£ným (nerovnom¥rným) rozd¥-
lením pravd¥podobností narození v ur£itém dnu. Ukáºeme, ºe práv¥ pro
rovnom¥rné rozd¥lení je pravd¥podobnost toho, ºe ve skupin¥ n lidí exis-
tují alespo¬ dva mající narozeniny ve stejný den, minimální. Práv¥ uvedené
tvrzení je d·sledkem tzv. narozeninové nerovnosti :

Tvrzení: (Narozeninová nerovnost)

Q [(p1, p2, . . . , p365) , n] ≤ Q

[(
p1 =

1

365
, p2 =

1

365
, . . . , p365 =

1

365

)
, n

]
,

kde Q [(p1, p2, . . . , p365) , n] je pravd¥podobnost toho, ºe ve skupin¥
n ≥ 2 lidí nemá ani jedna dvojice osob narozeniny ve stejný den, je-li
pravd¥podobnost narození pro den i dána hodnotou pi, kde i = 1, . . . , 365

a
365∑
i=1

pi = 1.

D·kaz: Pokud na levé stran¥ nerovnosti platí p1 = p2 = . . . = p365,
v nerovnosti nastává rovnost a tedy tvrzení platí. Dále budeme p°edpo-
kládat, ºe mezi pravd¥podobnostmi p1 aº p365 existuje dvojice pi 6= pj. Bez
újmy na obecnosti, nech´ p1 6= p2, jinak bychom mohli pravd¥podobnosti
jednodu²e p°e£íslovat. Ukáºeme, ºe nahradíme-li ob¥ hodnoty p1 a p2 je-
jich aritmetickým pr·m¥rem p1+p2

2
, potom hodnotu Q [(p1, p2, . . . , p365) , n]

zvý²íme, neboli Q [(p1, p2, . . . , p365) , n] < Q
[(

p1+p2
2
, p1+p2

2
, p3, . . . , p365

)
, n
]
.

Následn¥ vyjád°ení Q [(p1, p2, . . . , p365) , n] = Q(n) ze vzorce (3.1) rozd¥líme
na t°i £ásti: na £leny obsahující jak p1, tak i p2, £leny obsahující práv¥ jednu
z pravd¥podobností p1 a p2 a kone£n¥ £leny neobsahující ºádnou z obou
pravd¥podobností:

Q [(p1, p2, . . . , p365) , n] =
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= n!

p1p2

∑
2<i1<...<in−2

pi1 . . . pin−2+

+(p1 + p2)
∑

2<i1<...<in−1

pi1 . . . pin−1+

+
∑

2<i1<...<in

pi1 . . . pin

)
(3.4)

Pokud nyní ve vzorci (3.4) nahradíme hodnoty p1 a p2 jejich spole£ným
pr·m¥rem, z°ejm¥ tím hodnotu druhého ani t°etího £lenu nezm¥níme. Nic-
mén¥ zvý²íme tím hodnotu prvního £lenu, coº vyplývá z AG-nerovnosti√
p1p2 ≤ p1+p2

2
s rovností práv¥, kdyº p1 = p2. V na²em p°ípad¥ je dle

p°edpokladu p1 6= p2, £ili m·ºeme pouºít AG-nerovnost s ostrou nerovností.
Jelikoº p°i tomto nahrazení se první £len v (3.4) zvý²í a ostatní z·stanou
beze zm¥ny, skute£n¥ jsme tím hodnotu Q [(p1, p2, . . . , p365) , n] zvý²ili. Pro-
toºe pravd¥podobnost Q [(p1, p2, . . . , p365) , n] m·ºe být zvý²ena, kdykoli mezi
hodnotami pi existuje dvojice pi 6= pj, a to nahrazením obou hodnot jejich
aritmetickým pr·m¥rem, musí být pravd¥podobnost Q [(p1, p2, . . . , p365) , n]
maximální6 práv¥, kdyº v²echna pi mají totoºnou hodnotu.�

Na záv¥r této podkapitoly si sta£í jen uv¥domit, ºe pravd¥podobnost
shody v narozeninovém problému je komplementární k pravd¥podobnosti
Q [(p1, p2, . . . , p365) , n], odtud evidentn¥ dostáváme, ºe za p°edpokladu
rovnom¥rného rozd¥lení pravd¥podobností narození v ur£itém dni je
pravd¥podobnost toho, ºe ve skupin¥ n osob existují alespo¬ dv¥ osoby mající
narozeniny ve stejný den, minimální.

6pokud takové maximum existuje, coº je v na²em p°ípad¥ zaru£eno tím, ºe funkce

Q je spojitou funkcí na kompaktu daném podmínkami
365∑
i=1

pi = 1, 0 ≤ pi ≤ 1, pro

∀i ∈ {1, . . . , 365}.
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3.4 Odhad pravd¥podobnosti neexistence shody
na základ¥ dat z �SÚ

Nyní se budeme snaºit ur£it odhad Q̂(n) na základ¥ relativních £etností
narození pro pr·m¥rný den v kaºdém m¥síci7 za období let 1991-2005. Zmi¬o-
vané relativní £etnosti budeme povaºovat za empirické odhady p̂1, ..., p̂12.
V tabulce (3.3) uvádíme p°ehledn¥ poslední °ádek z tabulky (P.1).

Tabulka 3.3: Odhady pro pravd¥podobnosti narození v jednotlivých m¥sících
p°epo£tené na jeden den

M¥síc fm¥síc Co odhaduje?
Leden 0,002659 p̂1

Únor 0,002768 p̂2

B°ezen 0,002855 p̂3

Duben 0,002933 p̂4

Kv¥ten 0,002927 p̂5

�erven 0,002925 p̂6

�ervenec 0,002903 p̂7

Srpen 0,002756 p̂8

Zá°í 0,002745 p̂9

�íjen 0,002514 p̂10

Listopad 0,002451 p̂11

Prosinec 0,002428 p̂12

Relativní £etnost pro m¥síc i byla ur£ena jako:

p̂i =
Ni

12∑
k=1

Nk

· 1

Di

,

kde Ni zna£í celkový po£et ºiv¥ narozených v m¥síci i v celém sledovaném
období (°ádek �Celkem� v tabulce (P.1)), Di zna£í celkový po£et dní, které

7Nejlep²í by samoz°ejm¥ bylo uºívat r·zné relativní £etnosti pro r·zné dny a ne-
jen pro m¥síce, nicmén¥ i tak bychom m¥li obdrºet v¥rn¥j²í odhad P (n) za p°edpo-
kladu reálné distribuce narození b¥hem roku, neº aproximujeme-li pravd¥podobností p(n)
z narozeninového problému s p°edpokladem rovnom¥rného rozd¥lení z první kapitoly.
Druhou p°ekáºkou je i fakt, ºe údaje o relativních £etnostech pro jednolitvé dny pro oblast
�R jednodu²e nemáme k dispozici.
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náleºely do m¥síce i ve zkoumaném období (°ádek �Dn· celkem� v tabulce
(P.1)) a kone£n¥ Di = Di

15
je pr·m¥rný po£et dní, který p°ipadal na 1 rok

za celé sledované období (°ádek �Pr·m¥rn¥ dní� v tabulce (P.1))8. Dané
relativní £etnosti budeme aplikovat na vzorec (3.2), v n¥mº dále budeme
klást m = 12 a (d1, d2, ..., d12) = (31, 30, 28, 30, 31, 30, 31, 31, 30, 31, 30, 31)
(tj. po£ty dní v jednotlivých kalendá°ních m¥sících v nep°estupném roce),
£ili budeme vyuºívat následující formuli:

Q̂(n) = n!
∑

n1+...+n12=n

12∏
i=1

(
di
ni

)
p̂nii (3.5)

Nicmén¥ jiº pro malé hodnoty n naráºíme na zna£né výpo£etní problémy,
a to i p°i pouºití výpo£etní techniky. Vzorec (3.5) zadáme k výpo£tu pro-
gramu Mathematica následující sérií p°íkaz·:

<�< Combinatorica`

Clear [n, d, m, p, rozklad]

n := //je t°eba doplnit n¥jaké p°irozené £íslo//
d := {31, 28, 31, 30, 31, 30, 31, 31, 30, 31, 30, 31}

m := 12

p := {0.002659487, 0.00276795, 0.002855341, 0.002933096, 0.002927356,

0.002925005, 0.002902664, 0.002755975, 0.002744918, 0.002514381,

0.002450937, 0.002427543}

rozklad := Compositions[n, m]

delka := Length[rozklad]

Timing[n!*Sum[Apply[Times,Flatten[Binomial[d,rozklad[[i]]]]*
(p^rozklad[[i]])]],{i, delka}]]

V tabulce (3.4) uvádíme výsledky Q̂(n) pro n ∈ {2, 3, 4, 5, 6, 7} a zárove¬
je porovnáváme s hodnotou q(n) z první kapitoly za p°edpokladu rovnom¥r-
nosti. M·ºeme p°itom pozorovat, ºe odli²nosti nastávají v °ádu tisícin, coº
je p°ijatelná nep°esnost, v²imneme-li si, ºe doba p°esného výpo£tu exponen-
ciáln¥ roste:

8Evidentn¥ pro v²echny m¥síce krom¥ února to bude skute£ný po£et dní v daném
m¥síci, tj. 30 nebo 31, v p°ípad¥ února dosp¥jeme k desetinnému £íslu 28,2, coº je dáno
zahrnutím t°í p°estupných rok· 1992, 1996 a 2004.
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Tabulka 3.4: Srovnání odhad· Q̂(n) s teoretickými hodnotami q(n)

n Q̂(n) doba výpo£tu q(n) q(n)− Q̂(n)

2 0,9961 1,212 s 0,9973 0,0011
3 0,9901 25,987 s 0,9918 0,0017
4 0,9814 6 min 10,813 s 0,9836 0,0022
5 0,9701 1 h 7 min 51,920 s 0,9729 0,0028
6 0,9562 8 h 59 min 25,341 s 0,9595 0,0034
7 0,9399 2 dny 6 h 46 min 44 s 0,9438 0,0039

Vzhledem k narozeninové nerovnosti jist¥ platí, ºe q(n) > Q̂(n) > Q(n),
neboli odhad Q̂(n) pocházející z na²eho pseudorovnom¥rného modelu (kdy
p°ipou²tíme skute£nou nerovnom¥rnost mezi dny z r·zných m¥síc·, ale v rám-
ci jednoho m¥síce uvaºujeme rovnom¥rné rozd¥lení pravd¥podobnosti naroze-
ní pro jednotlivé dny tohoto m¥síce) je p°esn¥j²ím odhadem (horní mezí)
skute£né pravd¥podobnosti Q(n).

43



Kapitola 4

Monte Carlo odhad p°i
nerovnom¥rné distribuci narození
b¥hem roku

Jak jsme vid¥li v p°ede²lé kapitole, ani výpo£etní technika není dosta£ující
na to, aby spo£ítala p°esnou analytickou hodnotu pravd¥podobnosti Q(n),
jejíº význam z·stává stejný jako v p°ede²lé podkapitole. Nicmén¥ pomocí
po£íta£ové simulace jsme schopni tento problém vy°e²it v rozumn¥ dlouhém
£ase i s uspokojivou p°esností. Pro ú£ely této kapitoly ozna£me π(n) =
= 1 − Q(n), tedy pravd¥podobnost, ºe v dané skupin¥ n lidí existují ale-
spo¬ dva mající narozeniny ve stejný den.

4.1 Reprezentace dat a realizace po£íta£ové si-
mulace

Dále nech´ náhodná veli£ina X(n) nabývá hodnoty 0, není-li v dané
skupin¥ o n osobách ºádná shoda ve dni narozenin, a 1, existuje-li mezi t¥mito
osobami dvojice mající narozeniny ve stejný den. Snadno nahlédneme, ºe
takto de�novaná náhodná veli£ina X(n) má alternativní rozd¥lení s parame-
trem π(n), neboli X(n) ∼ Alt(π(n)). Provedeme-li dostate£ný po£et po-
zorování veli£inyX(n), budeme moci sestrojit intervalový odhad B(X(n)) =
= (CL(X(n), CR(X(n)) pro hledaný parametr π(n).

Zvolme jako po£et pozorování 10 000. Pomocí po£íta£ové simulace v soft-
waru Mathematica vygenerujeme 10 000 n-tic náhodných £ísel z diskrétního
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rozd¥lení daného pravd¥podobnostmi p̂1, . . . , p̂12 na mnoºin¥ {1, 2, . . . , 365}
tak, ºe p̂i je pravd¥podobností vygenerování pro kaºdé p°irozené £íslo od
i−1∑
j=1

di + 1 do
i∑

j=1

di pro i ∈ {1, 2, . . . , 12}. Tyto n-tice vhodn¥ reprezen-

tují v jakých dnech mohou mít osoby z dané n-£lenné skupiny narozeniny
s distribucí, která odpovídá skute£né distribuci dané relativními £etnostmi
porod· pro jednotlivé m¥síce. Následující serie p°íkaz· generuje 10 000 tako-
vých n-tic a navíc na výstupu vyhodnocuje, v kolika z nich se vyskytlo aspo¬
jedno £íslo dvakrát (tj. nastala shoda u aspo¬ dvou osob ve dnu narození):

d := {31, 28, 31, 30, 31, 30, 31, 31, 30, 31, 30, 31}

p := {0.002659487, 0.00276795, 0.002855341, 0.002933096, 0.002927356,

0.002925005, 0.002902664, 0.002755975, 0.002744918, 0.002514381,

0.002450937, 0.002427543}

n := //je t°eba doplnit n¥jaké p°irozené £íslo//
pocetpozorovani := 10000

pozorovani := Table[RandomChoice[Flatten[Table[Table[p[[i]], {j, d[[i]]}],
{i, Length[d]}]] -> Range[365], {n}], {k, pocetpozorovani}]

shoda := Table[If[Length[Union[SeedRandom[1]; pozorovani[[l]]] < n, "A",

"N"],{l,pocetpozorovani}]

Count[shoda, "A"]

4.2 Popis a pouºití statistické metody interval-
ového odhadu

Konkrétní výsledky po£íta£ových simulací pro jednotlivá n uvádíme v ta-

bulce (4.1). Nejprve získáme údaj
10000∑
i=1

Xi(n), tj. po£et shod, který nastal

p°i provedení 10 000 pozorování. Odtud snadno ur£íme aritmetický pr·m¥r

π̂(n) ≡ X10000(n) = 1
10000

10000∑
ı́=1

Xi(n), který je, jak známo, nestranným a konzis-

tentním odhadem st°ední hodnoty EXi(n) = π(n) 1 (viz. t°etí sloupec ta-
bulky). Pro srovnání π̂(n) s p°esnou hodnotou z problému s p°edpokladem
rovnom¥rnosti uvádíme i hodnotu p(n). Dále z rozptylu VarX(n) odhad-

1platí X ∼ Alt(p)⇒ EX = p
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nutého p°edpisem2:

1
10000

10000∑
i=1

(
Xi(n)−Xi(n)

)2
=X10000(n)(1−X10000(n)) ≡ V̂arX(n)

ihned obdrºíme jako
√
V̂arX(n) odhad3 sm¥rodatné odchylky σ̂(X(n)). V ná-

sledujících sloupcích tabulky uvádíme hodnoty CL(X(n)), CR(X(n)) a je-
jich rozdíl (délku intervalu). Jedná se o levý a pravý krajní bod intervalového
odhadu na 95%-ní hladin¥ spolehlivosti, který získáme známým postupem
popsaným v následujícím odstavci.

P°edpokládejme nyní, ºe jsme u£inili m pozorování veli£iny X(n), potom
dle centrální limitní v¥ty platí:4

L

(
√
m
Xm(n)− E Xi(n)√

VarXm(n)

)
= L

(
√
m
Xm(n)− π(n)

σ(Xm(n))

)
−→ N(0, 1),m→∞

(4.1)
Chceme-li sestrojit (symetrický) intervalový odhad pro parametr π(n)

na hladin¥ spolehlivosti 1 − α pro vhodné α ∈ (0; 1), sta£í vyuºít, ºe platí
P [uα

2
< ϕ(X(n), π(n)) < u1−α

2
] = 1 − α, kde funkce ϕ(X(n), π(n)) je

pivotální statistikou se známým rozd¥lením a uα
2
, resp. u1−α

2
jsou p°íslu²né

kvantily rozd¥lení statistiky ϕ(X(n), π(n)). Aplikujme nyní p°edchozí teo-
retický rozbor na ná² problém. Za pivotální statistiku zvolíme funkci ϕ danou
p°episem ϕ(X(n), π(n)) =

√
mXm(n)−π(n)

σ(X(n))
, která má dle centrální limitní v¥ty

asymptoticky standardní normální rozd¥lení N(0, 1), £ili dostáváme:

P

[
Φ−1

(α
2

)
<
√
m
Xm(n)− π(n)

σ(Xm(n))
< Φ−1

(
1− α

2

)]
→ 1−α,m→∞ (4.2)

Jak známo, Φ ozna£uje distribu£ní funkci rozd¥lení N(0, 1). Vzhledem
k symetrii hustoty normálního rozd¥lení platí, ºe Φ−1

(
α
2

)
= −Φ−1

(
1− α

2

)
,

a tedy p°ede²lý vztah je moºno p°epsat do ekvivalentní podoby:
2platí X ∼ Alt(p)⇒ VarX = p(1− p)
3konzistentní, nikoli v²ak nestranný; nicmén¥ jeho vychýlení o velikosti 1

9999 V̂arX(n)
je prakticky zanedbatelné

4L(X) zna£í rozd¥lení náhodné veli£iny X
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P

[
−Φ−1

(
1− α

2

)
<
√
m
Xm(n)− π(n)

σ(Xm(n))
< Φ−1

(
1− α

2

)]
→ 1− α,m→∞

(4.3)
Osamostatn¥ním parametru π(n) v nerovnostech v (4.3) získáme klí£ovou

formuli (4.4), pomocí níº zkonstruujeme intervalový odhad parametru π(n)
v okolí jeho bodového odhadu Xm(n) pro m→∞:

P

[
Xm(n)− Φ−1

(
1− α

2

) σ(Xm(n))√
m

< π(n) < Xm(n) + Φ−1
(

1− α

2

) σ(Xm(n))√
m

]
→ 1−α

(4.4)
Kone£ný vztah pouºitý p°i konstrukci intervalových odhad· v tabulce

(4.2) získáme dosazením konkrétních £íselných hodnot pro hladinu spolehlivos-
ti testu 1−α, p°íslu²ný

(
1− α

2

)
-tý kvantil standardního normálního rozd¥lení

a po£et pozorování m. Zvolme α = 0, 05, coº je b¥ºná hodnota p°i práci
se statistickou spolehlivostí, potom Φ−1

(
1− α

2

)
= Φ−1(0, 975)

.
= 1, 96 a

v d·sledku p°i m = 10 000 pozorováních dostáváme vztah:

P [π̂(n)− 0, 0196 · σ̂(X(n)) < π(n) < π̂(n)− 0, 0196 · σ̂(X(n))]→ 0, 95
(4.5)

Tedy asymptotický intervalový odhad se spolehlivostí 95% pro parametr
π(n) je interval:

(CL(X(n), CR(X(n)) = (π̂(n)− 0, 0196 · σ̂(X(n)); π̂(n) + 0, 0196 · σ̂(X(n)))

A£koli teoreticky má platit narozeninová nerovnost, výsledky simulací pro
tento fakt nedopadly zcela p°esv¥d£iv¥. Vzhledem k narozeninové bychom
o£ekávali, ºe π̂(n) > p(n), av²ak tato situace mezi zvolenými n nastala jen pro
hodnoty 7, 16, 22, 24, 26 a 55. �emu to lze p°i£íst? P°edn¥, nezanedbatelné
pravd¥podobnosti π̂(n) ≤ p(n), za níº stojí skute£nost, ºe po£et pozorování
zvolený jako 10 000 není dostate£ný. P°i 10 000 pozorováních se totiº hodnoty
|π̂(n)− π(n)| nijak markantn¥ neli²í5 od π(n) − p(n), coº je ºádoucí. Kdy-
bychom zvolili vy²²í po£et pozorování, sníºili bychom pravd¥podobnost plat-
nosti π̂(n) ≤ p(n) a zvý²ili bychom p°esnost takového intervalového odhadu.

5Odchylky pravd¥podobností narození pro jednotlivé m¥síce od pravd¥podobnosti za
p°edpokladu rovnom¥rnosti nejsou tolik významné, aby po provedení 10 000 pozorování
zp·sobovaly výrazn¥j²í odli²nost hodnoty π̂(n) od p(n), a´ uº v jednom anebo i ve druhém
sm¥ru.
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Tabulka 4.1: Intervalové odhady pro pravd¥podobnost π(n)
n p(n) π̂(n) CL(X(n)) CR(X(n)) CR − CL
7 0,0562 0,0589 0,0543 0,0635 0,0092
15 0,2529 0,2477 0,2392 0,2562 0,0169
16 0,2836 0,2872 0,2783 0,2961 0,0177
17 0,3150 0,3134 0,3043 0,3225 0,0182
18 0,3469 0,3438 0,3345 0,3531 0,0186
19 0,3791 0,3736 0,3641 0,3831 0,0190
20 0,4114 0,4105 0,4009 0,4201 0,0193
21 0,4437 0,4432 0,4335 0,4529 0,0195
22 0,4757 0,4761 0,4663 0,4859 0,0196
23 0,5073 0,5034 0,4936 0,5132 0,0196
24 0,5383 0,5384 0,5286 0,5482 0,0195
25 0,5687 0,5657 0,5560 0,5754 0,0194
26 0,5982 0,6002 0,5906 0,6098 0,0192
27 0,6269 0,6255 0,6160 0,6350 0,0190
28 0,6545 0,6527 0,6434 0,6620 0,0187
29 0,6810 0,6708 0,6616 0,6800 0,0184
30 0,7063 0,7030 0,6940 0,7120 0,0179
35 0,8144 0,8116 0,8039 0,8193 0,0153
40 0,8912 0,8889 0,8827 0,8951 0,0123
45 0,9410 0,9409 0,9363 0,9455 0,0092
50 0,9704 0,9702 0,9669 0,9735 0,0067
55 0,9863 0,9865 0,9842 0,9888 0,0045
60 0,9941 0,9934 0,9918 0,9950 0,0032
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V tabulce si lze rovn¥º pov²imnout, ºe délka jednotlivých intervalových
odhad· je p°im¥°ená po£tu pozorování (s roustoucím po£tem pozorování se
takto konstruované intervaly zkracují) a pohybuje se od 0,0032 do 0,0196.
Ze vztahu (4.5) jednodu²e plyne, pro£ je tento interval nejdel²í pro hodnoty
n okolo 23. Totiº x(1 − x) pro x ∈ (0; 1) je, jak známo, maximální, pokud
x = 0, 5, z toho d·vodu je i σ̂(X(n)) =

√
π̂(n)(1− π̂(n)) maximální pro hod-

noty π̂(n) okolo 0,5. Naopak pro hodnoty π̂(n) u 0 nebo 1 je délka takového
odhadu nejmen²í.

V p°ípad¥ n = 7 jsme ur£ili pravd¥podobnost p(n), resp. P (n) v²emi
v práci pouºitými metodami. K jakým výsledk·m jsme dosp¥li? Sledujme
tabulku 4.2:

Tabulka 4.2: Srovnání odhad· Q̂(n) s teoretickými hodnotami q(n)

n p(n) = 1− q(n) P̂ (n) = 1− Q̂(n) π̂(n) 95% interval
spolehlivosti

7 0,0562 0,0601 0,0589 (0,0543;0,0635)

M·ºeme si pov²imnout, ºe rozdíly mezi jednotlivými výsledky se pohybují
pouze v °ádu tisícin. Lze konstatovat, ºe zvolíme-li vhodn¥ vysoký po£et po-
zorování, m·ºeme obdrºet na základ¥ po£íta£ových simulací v dosaºitelném
£ase výsledky se srovnatelnou p°eností, jako kdyº problém s nerovnom¥rnou
distribucí aproximujeme problémem s rovnom¥rnou distribucí narození b¥hem
roku. Navíc tato metoda odhadu nám umoº¬uje libovoln¥ upravovat £as
výpo£tu i p°esnost takového odhadu (a to pouhou volbou po£tu pozorování),
na rozdíl od p°esného výpo£tu z podkapitoly 3.4, kde je t°eba £ekat n¥kolik
dní i déle na výsledek s p°esností aº na velké mnoºství desetinných míst,
která prakticky nevyuºijeme k ºádnému dal²ímu výpo£tu ani interpretaci.
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