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Abstrakt: V piedlozené praci studujeme jeden z klasickych piikladu ze zé-
kladi teorie pravdépodobnosti. Zabyvame se zptisoby stanoveni pravdépodob-
nosti, ze ve skupiné n ndhodné vybranych lidi existuji alespon dva, ktefi
se narodili ve stejny den (ne nutné ve stejny rok). Nejprve problém zkou-
méame za platnosti zjednodusujiciho predpokladu o rovnomérném diskrétnim
rozdéleni pravdépodobnosti narozeni v daném dnu, dojdeme k presnému
analytickému vyjadfeni hledané pravdépodobnosti a uvedeme i jeho nék-
teré vhodné aproximace. Déle tento piredpoklad uvolnime a uvazime realnou
situaci, Ze tato pravdépodobnost zcela stejnd neni. Do zkoumani zahrneme i
realna data z Ceského statistického tfadu o Getnosti porodi v jednotlivych
mésicich v CR Analytické vysledky porovnavame a zjistujeme, na kolik je
zjednodusujici predpoklad poskozujici. Také se budeme zabyvat zcela obec-
nym problémem pravdépodobnosti kolize, pfi umistovani n pfedméti do
k prihradek, jehoz konkrétnim piipadem je narozeninovy problém pii volbé
k = 365. Soucasti prace jsou i poc¢itacové simulace, jejichz vysledky porovna-
vame s analyticky zjisténymi.
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Abstract: In the present work we study one of the classical problems from
the basics of the probability theory. We deal with the ways of determination
of the probability that in the group of n radomly selected people there are
at least two of them who were born on the same day (not necessarily in
the same year). At first we explore the problem with a simplyfing assump-



tion of a discrete uniform distribution of birth on the same day, we reach an
exact analytic formula of wanted probability and we mention some conve-
nient approximations of this result. Furthermore we leave this assumption
and consider the real situation where the probabilities aren’t completely the
same. To our investigation we also include some real facts and numbers from
the Czech Statistical Office concerning the frecuency of birth in different
months in the Czech Republic. We compare the analytic results and find out
the negative impact of the simplyfing assumption of uniformity on the credi-
bility of results. We also study a generalization of Birthday problem which is
the task to compute the probability of collision when we are placing n objects
to k (= 365) boxes (each box is only for one object; the so called collision
means that there are two objects in the same box). There are also some com-
puter simulations as a part of the work, whose results are confronted with
the analytically determined.
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Uvod

Pravdépodobnost se kromé vyluc¢né teoretickych problémiu ¢asto piimo
dotykd i naSeho kazdodenniho zivota. S oblibou se uvefejiiuji nejriznéjsi
statisticky urcené Sance na umrti na urcitou nemoc, na dopravni nehodu
v ur¢itétm dopravnim prostiedku apod. Jinym typem problému je
naptiklad zkoumani pravdépodobnosti vyhry n-té ceny v loterii, jiz je mozno
urcit teoreticky jen na zadkladé kombinatorického pocitdni. K této skupiné
problému mizeme beze sporu piifadit i narozeninovy problém, tedy zkou-
mani jevu, zZe ve skupiné o ur¢itém poctu lidi existuji alespon dvé osoby majici
narozeniny ve stejny den (vyZadujeme pfitom shodu ve dni a mésici, nikoli
v roce). Nicméné v obecném piipadé se ukaze, ze ackoli jsme schopni napsat
formuli pro danou pravdépodobnost, ani nejvykonné&jsi pocitac ji nezvladne
piresné vy¢islit ani za 1000 let, proto se bud tato pravdépodobnost apro-
ximuje, nebo se priblizné urcuje statisticky, tak jako se vyhodnocuje tmrtnost
na urcitou nemoc nebo nehodovost v urcéitych dopravnich prostiedcich.

I kdyZz narozeninovy problém patii ke klasickym piikladim teorie pravdé-
podobnosti a jisté se nad nim mohli pozastavovat lidé uz pied nékolika
staletimi, o jeho prvni publikovani se zaslouzil az rakousky matematik a fyzik
Richard von Mises (1883-1953). Ve svém clanku Uber Aufteilungs
und Besetzungs- Wahrscheinlichkeiten (O rozdéleni pravdépodobnosti v piih-
radkovém problému) si v roce 1939 klade otazku: ,Kolik lidi musi byt v mist-
nosti, aby pravdépodobnost toho, Ze alespon dvé osoby maji narozeniny
ve stejny den, byla pfinejmensim 50%, pokud ignorujeme pfestupné roky?”
Tento c¢lanek byl v roce 1964 pielozen do anglictiny a vytistén v knize
Selected Papers of Richard von Mises, coz zvysilo popularitu a povédomi
o narozeninovém problému a podnitilo dalsi prohlubovani znalosti v této
oblasti napfi¢ anglosaskym svétem.

V nésledujicich letech se zajem matematiki ubiral cestou nejriznéjstho
zobecnovani klasického narozeninového problému. Jiz v 60. letech matema-



tikové jako E. H. McKinney, M. Klamkin a D. Newman zacali uvazovat nad
tim, jaky dopad ma na tvahy zjednodusujici predpoklad, se kterym Mises tiSe
pocital, a sice, ze rozdéleni pravdépodobnosti narozeni v jednolitvych dnech
zéhy stala narozeninovd nerovnost, o niz pojednavame v podkapitole (3.3)
a ktera v dusledku fika, Ze shoda narozenin pfi nerovnomérném rozdélenim
pravdépodobnosti narozeni béhem roku nastava s vyssi pravdépodobnosti
nez pii rozdéleni rovnomérném. Formalni ditkaz této nerovnosti podal David
Bloom v roce 1973. S rozvojem informatiky se ukazalo, Ze narozeninovy prob-
lém ve svém zobecnéni na piihradkovy problém ma i jisté aplikace v kryp-
tografii pfi hashovani, cemuz se vénujeme ve druhé kapitole.

Teoretické zavéry, které ucinime, lze neformalné piredvést i na nékolika
spise kurioznich ptipadech z reality: Napfiklad jedenacty a dvacéaty devaty
prezident USA se narodili 2. listopadu, ze 73 ocenénych hercu v hlavni roli
na americkych Oscarech se 6 dvojic z nich narodilo ve stejny den, v piipadé
herecek se jedna o 3 dvojice ze 67 ocenénych a v kategorii reziséri, 5 dvojic
ze 61 ocenénych. Z 52 premiérii Velké Britdnie se 2 dvojice z nich narodily
ve stejny den a mezi australskymi premiéry tato shoda nastava az s 24 pre-
miérem. Jak je tedy vidét, nemusime zkoumat narozeninovy problém jen ze
synchronni perspektivy, ale muzeme tento jev analyzovat i napfi¢ stoletimi.
Podstatné vsak je, aby byl vybér osob dostate¢né ndhodny. Ve tieti kapitole
uvidime, Ze riiznorodé ro¢nikové slozeni takové skupiny osob je velmi zaddouci.

Na zavér zminme, zZe v soucasnosti se teorie skrytd za narozeninovym
(ptihradkovym) problémem uplatiuje vedle kryptografie také v epidemiolo-
gickych registrech ¢i v ekologii pfi urc¢ovani velikosti populaci.



Kapitola 1

Narozeninovy problém
s predpokladem rovnomeérnosti

1.1 Predpoklady rovhomeérnosti rozdéleni

Chceme-li stanovit hodnotu pravdépodobnosti toho, ze ve skupiné n né-
hodné vybranych osob existuji alesponn dva lidé majici narozeniny ve stejny
den, bez potieby obrovského mnozstvi vstupnich dat (jakym by byly napf.
realné pravdépodobnosti narozeni v jednotlivych dnech v roce zjisténé statis-
ticky na uréitém uzemi v ur¢itém obdobi), je vhodné problém fegit s pred-
pokladem rovnomérného rozdéleni pravdépodobnosti narozeni béhem roku,
tj. ze pravdépodobnost narozeni v libovolném dni v roce (29. Gnor vyjimaje)
je 3=
K predpokladu rovnomeérnosti rozdéleni pravdépodobnosti narozeni v jed-

notlivych dnech béhem roku jesté pridame nésledujici dva predpoklady:

1. rok ma vzdy 365 dni (tj. neexistuje datum 29. tinor', které by vykazo-
valo podstatné mensi pravdépodobnost narozeni nez ostatni dny v roce).

2. nerodi se dvojcata, trojcata ¢i vicer¢ata (vicer¢ata porusuji predpoklad
nezavislosti pro jev, ze dva lidé maji narozeniny ve stejny den, jenz
budeme vyuzivat pii odvozovani vzorcii).

' Dle gregorianského kalendéfe je prestupny kazdy rok délitelny 4 s vyjimkou let délitel-
nych 100, které soucasné nejdou délitelné 400 (tj. béhem kazdnych 400 let je pravé
25 4 24 + 24 4 24 = 97 pfrestupnych.



Ziejmé vliv obou vySe uvedenych pfredpokladi na presnost vysledkii
(o vlivu predpokladu rovnomérnosti budeme pojednavat ve tieti a ctvrté
kapitole) je jen velmi maly:

1. pravdépobnost toho, 7ze se ¢lovék narodi v kterykoli jiny den nez
29. tunor, je if‘lgggg 99,93%, tedy 29. tnor neni relevantni pro
zkoumany jev, navic se zahrnutim 29. inora do tivah by se pravdépodob-
nost narozeni v libovolném dnu v roce (kromé 29. tinora) zmensila jen

o0 asi 1,819-107°% z pivodnich % na 144600097'

2. v roce 2005 pripadlo v CR pouze 1939 vicecetnych porodu na celkem
100 546 porodii?, pfijmeme-li pifslugnou relativni ¢etnost vicecetného
porodu 1,93% jako odhad jeho pravdépodobnosti, potom v predlozené
praci vlastné zkoumame pravdépodobnost existence shody narozenin
v néjaké skupiné lidi za podminky neexistence vicecetného porodu
(98,07%), tzn. nahrazenim jevu prosté existence shody narozenin v dané
skupiné lidi pfislusnym jevem podminénym se dopoustime jen zaned-
batelné nepiesnosti.

1.2 Analyticky vypocet pravdépodobnosti

Pro ur¢eni pravdépodobnosti p(n) jevu, ze mezi n lidmi existuji alespon
dvé osoby, které maji narozeniny ve stejny den, bude nejsnazsi nejprve urcit
pravdépodobnost ¢(n) prislusného doplitkového jevu, tj. Ze mezi n lidmi maji
kazdé dvé ndhodné vybrané osoby narozeniny v ruzny den. Je-li n > 365,
potom s vyuzitim Dirichletova principu snadno nahlédneme, ze mezi n lidmi
jisté existuji aspon dvé osoby majici narozeniny ve stejny den, tudiz p(n) = 1
aq(n)=0.Pron € {1,2,..,365} sta¢i pouzit jednoduchou uvahu a kombina-
toricky princip souc¢inu: Totiz druhé& osoba nemiiZze mit narozeniny ve stejny
den jako prvni, ¢ili pfipadd na ni 364 moznych dnu, a tedy pravdépodobnost
7e mé druhé osoba narozeniny v jiny den nez osoba prvni je 365 Déle treti
osoba nemtize mit narozeniny ve stejny den jako méa prvni ¢i druha osoba,
neboli pfipad4 na ni 363 moznych dnii, a tedy pravdépodobnost, ze mé tieti
osoba narozeniny v jiny den nez osoba prvni nebo druha je ggg atd.

Obecné lze fici, ze pravdépodobnost toho, Ze pii 2 < k < n ma k-ta
osoba narozeniny v jiné dny nez prvni a7 (k — 1)-ni osoba, je M Jelikoz

2dle udaji Ceského statistického aradu [1]
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takovou vlastnost vyzadujeme pro vSechna piipustnd k, a to nezavisle na
sobé, dostavame vztah (1.1) pro pravdépodobnost ¢(n) :

n

365 —k+1 14365 —k+1 365-364-...- (365 —n-+1)
k=1

365 365 365"
k=2

_ 365! (1.1)
365" (365 — n)!

Jelikoz jsou oba diskutované jevy (vy¢islené pravdépodobnostmi p(n) a
q(n)) komplementarni, musi platit, ze p(n) + ¢(n) = 1. Upravou obdrzime
hledané vyjadfeni (1.2) pro pravdépodobnost p(n):

365!
365" (365 — n)!

p(n)=1-gq(n)=1- (1.2)

1.3 Narozeninovy paradox

Spocitame-li pro zajimavost nékolik hodnot p(n) (tabulka 1.1) a vykres-
lime-li graf zavislosti pravdépodobnosti p(n) na po¢tu osob n (obrazek 1.2),
dospéjeme k tzv. narozeninovému paradoxu. Totiz fakt, zZe ve skupiné 23
nahodné vybranych lidi plati p(23) > 0,5 je na prvni pohled paradoxni.
Vétsina laickych asudka pocita s tim, ze by tato pravdépodobnost méla byt
vyrazné nizsi, nebo, ze by pro dosazeni alespon 50%-ni pravdépodobnosti
bylo nutné uvazovat mnohem pocetnéjsi skupinu lidi. Tento zjevny nesoulad
prameni z intuice a zkuSenosti, Ze napf. na zakladni ¢i stfedni Skole nebo
v pracovnim kolektivu se nikdy neobjevila zadna osoba majici narozeniny
ve stejny den jako my. Jenze pfedesla tivaha neni ekvivalentni s ptuvodné
formulovanym problémem; ptivodni problém totiz zkouma jev, Ze nastane
jakakoli shoda ve dni narozeni, kdezto problém pravé diskutovany zkoumé
jev, ze nastane konkrétni shoda jedné pevné zvolené osoby s jinou.

Ozna¢me p(n) pravdépodobnost, ze ve skupiné n ndhodné vybranych lidi
existuje clovek majici narozeniny ve stejny den jako jinad ze skupiny pevné
ur¢end osoba, potom s vyjmutim pevné zvolené osoby z tivah méa kazdy ze
zbyvajicich n — 1 lidi (a to nezavisle na sobé) pravdépodobnost %, 7e se
narodil v jiny den nez pevné urcena osoba. Jelikoz hleddame pravdépodobnost
komplementéarniho jevu, pravdépodobnost p(n) musi vyhovovat vzorci (1.3).

s =1 (3)" (13)
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Pro porovnani obou problému i v tomto piipadé numericky spocteme
nékteré hodnoty p(n) (tabulka 1.1) a vykreslime graf (obrazek 1.1).

Tabulka 1.1: Nékteré numerické hodnoty p(n) a p(n)

[ n | p(n) | p(n) |
10 0,1169 0,0244
20 0,4114 0, 0508
23 0,5073 0, 0536
30 0,7063 0,0765
40 0,8912 0,1015
50 0,9704 0,1258
60 0,9941 0,1494
70 0,9992 0,1725
80 0.99991 0,1949
90 0,999994 0,2166
100 | 0,9999997 | 0,2378
200 | 1—1,61-10°0 | 0,4207
254 | 1—6,52-10 °% | 0,5005
300 | 1—6,25-10 2 | 0,5597
350 | 1—3,03-10 1| 0,6161
366 1 0,6326

Obrazek 1.1: Graf zavislosti p(n) a p(n) na n

p
1.0

r p(n)
0.8F
0.6 PPl

cy =TT p(n)

-0 -7 0,5
o4 | __e=7
0.2 el

L ’/,,

/”
’\’\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\n
50 100 150 200 250 300 350

12



Dle numerickych hodnot z tabulky 1.1 i z grafu na obrazku 1.1 lze jed-
nozna¢né usuzovat, ze pravdépodobnost p(n) konverguje k 1 mnohem rychleji
(dokonce této hodnoty i doséhne pro n > 365) nez pravdépodobnost p(n),
ktera této hodnoty nikdy nedoséahne. Rychlost konvergence p(n) k 1 je natolik
velka, Ze uz ve skupiné 57 ndhodné vybranych osob existuji s pravdépodob-
nosti prevysujici 99% aspon dva jedinci majici narozeniny ve stejny den. Je
zfejmé, ze aby v urcité skupiné nahodné vybranych osob existovali asponi
dva majici narozeniny ve stejny den s pravdépodobnostni aspon 0,5, staci,
aby tato skupina obsahovala aspon 23 lidi. Na druhou stranu, na to, aby ve
skupiné existoval ¢lovék majici narozeniny v ten samy den s pevné urcenou
osobou z dané skupiny, musela by tato skupina obsahovat alespon 254 osob.
Tento zjevny nepomér mizeme povazovat za konrétni priklad narozeninového
paradoxu.

1.4 Aproximace pravdépodobnosti

Vzhledem k vypocetni naro¢nosti vzorcu (1.2) a (1.3), ktera pro vyssi n
umozinuje piesné vycisleni uvazovanych pravdépodobnosti snad jen s pouzitim
vypocetni techniky, je vhodné napf. ke stanoveni pravdépodobnosti p(n)
pro dany pocet osob n pouzivat aproximaci. Dale uvedeme nékolik béznych
aproximaci uzivanych v téchto souvislostech, které poskytuji dostatec¢né pres-
né vysledky. Numerické hodnoty a grafické porovnani zminovanych aproxi-
maci s presnou hodnotou pravdépodobnosti i navzajem provedem v tabulce
(1.2) a obrazku (1.2) na zavér této podkapitoly.

a) Exponencialni aproximace 1. fadu
Vyuziva prvni ¢leny rozvoje exponenciely v Taylorovu fadu; tedy z rozvoje

ok
et = Z % =14 2 + o(x), kde o(x) je funkce takova, ze lim @ =0, lze
k=1

z—0
prohlasit, ze e” &~ 1+ x pro x blizka 0. PouZijeme-li vztah (1.1) a dosadime-li
pfibliznou hodnotu e® za 1+, dojdeme k aproximaci (1.4) pro pravdépodob-
nost q(n):
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Z komplementarity p¥islugnych jevii vyplyva aproximace (1.5) pro pravdé-
podobnost p(n):

n(n—1)

p(n) =1—q(n) ® 1 — gep(n) &1 — € 255 = peyp, (0) (1.5)

Numerickymi hodnotami (tabulka 1.2) i graficky (obrazek 1.2) lze demon-
strovat vysokou presnost rovnéz pro hrubsi aproximaci (1.6) odvozenou z (1.5):

'n,2
Pexp,(N) =1 — €7 2565 (1.6)
Hodnoty aproximace pexp,(n) maji zajimavou vlastnost, a to zZe jsou
dolnim odhadem hodnot p(n). Snadno nahlédneme, ze pro kazdé
n € {1,2,...,366} plati nerovnost pexp, (n) < p(n). Staci si uvédomit, Ze
pro = > 0 plati nerovnost (1.7):

l—z<e™= Z(—nif—: (1.7)

=0

Ziejmé nerovnost (1.7) plati trivialné pro kazdé x > 1 (nebot na levée
strané vychazi zaporné ¢islo a na pravé strané kladné). Pokud 0 < z <1, je
nerovnost (1.7) ekvivalentni s:

2 L2041 2j

PPl S (@ arm) < (G~ arm)

j=1

Nerovnost z pravé strany implikace Ize ekvivalentné upravit na tvar 27+1 > x
pro Vj € N, coz je vzhledem k piedpokladanym hodnotam x € [0; 1] platna
nerovnost, tudiz i (1.7) je platnd nerovnost.

Primym dusledkem nerovnosti (1.7) je nerovnost (1.8):

n n

1T (1 - %) < kl:[le—’%ﬁ‘sl (1.8)

Z nerovnosti (1.8) snadnou tupravou dostavame, Ze:

o - k—1
]_—HB 365 <1—H(1_%) @pexp1<n)<p(n)

k=1 k=1
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b) Kombinatoricka aproximace

Jedna se o aproximaci, jez vychazi z jednoduchého pozorovani: Vybere-
me-li ndhodné dvojici z n osob, pak jev, ze tyto dvé osoby maji narozeniny
v rizné dny nastava s pravdépodobnosti %. Jelikoz dvojici osob z n lidi
mizeme vybrat celkem (g) zpusoby a pro jednotlivé dvojice predpokladame
nezavislost jevu, Ze tyto dvé osoby maji narozeniny v rizny den, potom
dle pravidla nésobeni by méla byt pravdépodobnost toho, Ze zadna dvojice

nebude mit narozeniny ve stejny den (%)(2>. Jev komplementarni (tj., ze

ve skupiné n ndhodné vybranych lidi existuji aspon dva majici narozeniny
ve stejny den) musi mit pravdépodobnost (1.9):

n(n—1)

- (%‘5‘)@ - (%) = Deomn(n) (L9)

Pravé popsana aproximace budi dojem, 7e by se nemélo jednat o aprox-
imaci, ale pfimo o pfesnou hodnotu pravdépodobnosti p(n), le¢ neni tomu
tak. Problém se nachéazi v predpokladu nezavislosti pro jevy, ze jednotlivé
dvojice maji narozeniny v rizny den. Stac¢i si uvédomit, Zze mame-li osoby
A, B,C a oznac¢ime-li A # B jev, Ze osoba A mé narozeniny v jiny den nez
osoba B, pak evidentné P(A # B,B # C,C # A) = 3335 neni rovno
P(A#B)-P(B#C)-P(C # A)=3252.38.38 47 je spor s nezavislosti.
Jak vSak uvidime, je tento zjednodusujici pfedpoklad pfi¢inou jen velmi malé
chyby, a tedy jedn4 se o velmi dobrou aproximaci.

c) Poissonova aproximace

Definujme nahodnou veli¢inu X,, jako pocet vSech mozny dvojic osob
majicich narozeniny ve stejny den ze skupiny n ndhodné vybranych lidi.
Nahodnéa velicina X,, ma binomické rozdéleni s parametry (Z) (tj. nabyva
hodnot z mnoziny {O, 1,..., (g) }) a % (pravdépodobnost toho, ze dva ndhod-
né vybrani lidé maji narozeniny ve stejny den). Poissonova aproximace vy-
chazi z faktu, ze limitnim rozdélenim Bi(n,p) pro n — oo je Poissonovo
rozdéleni s parametrem A — np pro np konecné. Tedy v naSem piipadé pro

dostate¢né velkou hodnotu (Z) nahradime rozdéleni Bi((g), 3—é5) Poissonovym

n
« . _ \2) _ nn—-1) .- o D LS
rozdélenim s parametrem A = 32 = TE=*, ¢ili P(X, = k) = 35¢7" pro

Vk € {O, 1,..., (g) } Upravami snadno nahlédneme, Ze:

n(n—1)

P(X,>0)=1-P(X,=0)=1-e=1-¢ 23 =p,(n)= pexp, (n)
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Ziejmé Poissonova aproximace je identické s exponencialni aproximaci 1. fadu
uvedenou v bodé a).

Na zavér této podkapitoly se budeme vénovat srovnani kvality jednotlivych
aproximaci na zakladé jejich numerickych hodnot ve vybranych bodech (ta-
bulka (1.2)) i z grafického pribéhu chyb v zavislosti na po¢tu lidi n (obrazek
(1.2)). V tabulce mizeme ihned pozorovat, ze véechny hodnoty p(n), pexp, (1),
Pexp, (1) @ Peomb (1) Tychle konverguji k 1. Jelikoz pravdépodobnost p(n) pro
n = 366 méni svou defini¢ni formuli®, hodnoty 1 je tedy p¥imo dosaZeno.
U aproximaci pexp, (1), Pexp, () @ Peomp(n) jsme jejich vzorec pro n = 366
neupravovali, nebot uvedené formule jsou definované pro vSechna pfirozena
n > 1. Neboli aproximace pexp, (1), Pexp, (1) & Peomb(n) hodnoty 1 dosahuji
pouze limitné v oo (nicméné odchylka pexp, (366), Pexp, (366) a peomb (366) od
1 nastava az na osmdesatém desetinném misté, ¢ili je zanedbatelné malé.

Tabulka 1.2: Srovnani numerickych hodnot p(n), Pexp, (1), Pexp, (1) & Peomb(7)

’ n ‘ p(n) ‘ Pexp, (1) ‘ Pexp, (1) ‘ Peomb (1)
10 0,1169 0,1160 0, 1280 0,1161
20 0,4114 0,4058 0,4217 0,4062
23 0,5073 0, 5000 0,5155 0, 5005
30 0,7063 0,6963 0,7085 0,6968
40 0,8912 0, 8820 0, 8883 0, 8823
50 0,9704 0,9651 0,9674 0,9653
60 0,9941 0,9922 0,9928 0,9922
70 0,9992 0,9987 0,9988 0,9987
80 0,99991 0,9998 0,9999 0,9998
90 0, 999994 0, 99998 0,99998 0, 99998
100 0,9999997 0, 999999 0, 999999 0,999999
200 | 1—1,61-10% | 1—=2,10-10% [ 1—=1,60-10 2 [ 1—1,95. 10 2
250 | 1—2,29-107° | 1-9,25-107% | 1 —6,57-1073% | 1 —8,23-10"%®
300 | 1—6,25-107% | 1—-4,32-10°* | 1—-2,86-10"°* | 1 —3,65-107*
350 [1—3,03-107 |1 -2,14-100 | 1-1,32-1077 | 1 —1,70-10""
366 1 1-3,31-109 | 1-2,02-1000 | 1 —2,60- 10~

3nebot vzorce (1.1) a (1.2) nepfipousti dosazovat za n &isla vétsi jak 365, povazujeme-li
faktorial ze zaporného ¢isla za nedefinovany
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Necht funkce o je odchylka tak, ze o(x) = p(n) — x pro = € (0; 1), potom
graf na obrazku (1.2) znazoriiuje prubéh funkei o (pexpl(n)), o (peXPQ(n)) a
0 (Peomb(n)), tedy odchylek (chyb) jednotlivych aproximaci od skuteéné hod-
noty pravdépodobnosti p(n) pro n € {2,3,...,100}. Nicméné pro n > 66
jsou hodnoty vSech tii zobrazovanych odchylek mensi nez 0,001 a v grafu
jsou vzajemné nerozliSitelné, navic nerozlisitelné od osy n. Lze vSak usuzovat
vzhledem ke konvergenci* viech tif kiivek k ose n, Ze viechny aproximace jsou
velmi piesné pro n € {66,67,...,365} . Pokud n € {2,3,...,65}, obrazek
napovida, kterd ze vSech tii aproximaci je pro dané konkrétni n nejpresnéjsi.
Grafy o (pexp1 (n)), resp. 0 (Peomp(n)) maji velmi podobny pribéh, jejich body
lezi na jednovrcholovych kiivkach s kladnymi hodnotami, které svého maxima
(tj. maximéalni kladné odchylky od skuteéné pravdépodobnosti p(n)) dosahuji
pro n = 33 s funkéni hodnotou 0,01035, resp. pro n = 34 s funkéni hodnotou
0,0099. Tedy i v nejhor§im mozném piipadé se jedna o aproximace s chybou
nejhiie okolo 0,01. Graf odchylky ¢ (pexp,(n)) lezi na dvouvrcholové kiivee
s kladnymi i zapornymi hodnotami, kterd ma dva lokalni extrémy: pron = 14
s funkéni hodnotou -0,0124 (maximalni moznou zapornou odchylku) a pro
n = 44 s funk¢ni hodnotou 0,0034 (maximéalni mozna kladna odchylka), ¢ili
i tato aproximace je v nejhor§im mozném piipadé pomérné dobra.

Obréazek 1.2: Srovnani chyb aproximaci pexp, (1), Pexp, (1) & Peomb(1)
o(P)
0.010-  o(Pexp, (M) ottt

L
0.005+ K .,

0_0007 .--': , | , L | , , , | . . . in
h 20 S 40 60 80 100

~0005 . _'-\‘T(papz(n))

~0.010-

4piislugné limity jsou vySetfovany v nasledujici kapitole jako (2.5), (2.6) a (2.7)

b
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1.5 Aproximace poctu lidi pii znamé pravdépo-
dobnosti

I v pfipadé urcovani nejmensi mozné velikosti skupiny lidi n takové, aby
v této skupiné byla pravdépodobnost aspon jako predem dané p, je pro vyssi
n dle vzorce dle vzorce (1.2) vypocetné naro¢né. Navic tim, ze hledame jako
vysledek urcité prirozené ¢islo, neni nutné takové éislo jako feSeni rovnice
ziskané ze vzorce (1.2) zjistovat s piesnosti na nékolik desetinnych mist. Pro
takové tcely je velmi vhodné vyuzivat aproximace. Dvé z moznych aproxi-
maci uvedeme v této podkapitole.

Budeme-li postupné upravovat vztah (1.5) z aproximace pexp, (1), resp.
Pexp, (1) @), dostaneme kvadratickou rovnici (1.10), resp. (1.11):

_n(n—1)
1 — ¢ 2365 =— pexpl(n)

_n(n=1)

1 — Pexp, (n> — ¢ 2365

n(n —1)

In [1 — pex =

1 [1 = Pesy, ()] 2. 365
n® —n+2-365-1In[1 = pexp, (n)] =0 (1.10)

2
1—e 75 = Pexp, (n)

7l2

1 — Pexp, (n) = 7235

n2

In [1 = pexp, (n)] = 2365

n® +2-365 - In [1 — pexp,(n)] =0 (1.11)

Kvadraticka rovnice (1.10) ma kofeny:

1 1
nyg = ii \/4 —2-365-1n [1 —pexpl(n)]
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Dale nahradime pey,, (n) hodnotou p a provedeme tivahu o piipustnosti jed-
notlivych feseni kvadratické rovnice (1.10). Vezmeme-li v pfedeslém vztahu
variantu s minusem a uvédomime-li si, ze na n klademe pozadavek celocisel-
nosti, vychazelo by nam n =~ 0, tudiz piipustnym feSenim bude pouze
varianta s plusem. Hodnota aproximace poc¢tu lidi n nutnych k dosazeni
iurovné zadané hodnoty pravdépodobnosti p je tedy déna vzorcem:

1 1
n%§+\/1—2'365-ln(1—p) (1.12)

Obdobnou tvahou jako v piedeslém odstavci ziskdme hrubsi aproximaci
poctu lidi n nutnych k dosazeni irovné zadané hodnoty pravdépodobnosti p:

na+/—2-365-In(1 —p) (1.13)

Jaka je presnost uvedenych aproximaci a jak je s nimi tfeba zachazet?
Provedme nasledujici jednoduchy test na hodnoty ziskané aproximaci (1.12):
Dosazujme do vzorce (1.12) postupné hodnoty p(2),p(3), ..., p(100) a sleduj-
me, jak se bude vyvijet hodnota n* (p(n)) = B + \/i —2-365-In[l — p(n)]J
(neboli aproximované n zaokrouhlené smérem doli, nebot neni mozné rozum-
né interpretovat napf. jednu desetinu ¢lovéka). P¥i numerickém vypoctu v soft-
waru Mathematica pron € {2,3,...,46} vidy dostavame n* (p(n)) = n, poté
viak n*(p(47)) = 48. Dale pro n € {47,48,...,64} vzdy plati
n* (p(n)) = n+ 1, nicméné n* (p(65)) = 67, atd.

Trend, kdy se postupné zvysuje hodnota aproximovaného n* oproti skutec-
né hodnoté n, stile pokracuje a kazdé navyseni o jednotku je ¢im dal tim
¢ast&jsi. Cim je toto zpiisobeno? Totiz diference p(n + 1) — p(n) se zmensuji
rychleji, nez klesa funkce o (pexp, (1)), coz ma za nésledek, ze v urditych
hodnotach n bude platit p(n) = Pexp, (1) + 0 (Pexp, (1)) = Pexp, (n + k), kde
pfirozené ¢islo k bude spliiovat n*(p(n)) = n + k. Dva konkrétni piiklady
tohoto problému jsme uvedli v predeslém odstavci, sta¢i si totiz povsim-
nout, ze Pexp, (47) = 0,9483, 0 (Pexp, (47)) = 0,0065, pexp, (48) = 0, 9545
A Pexp, (47) + 0 (Pexp, (47)) = 0,9548 = 0,9549 = peyp, (48), rovnéz také
Pexp, (65) = 0,9966, 0 (Pexp, (65)) = 0, 0010, pexp, (67) = 0,9977 & Pexp, (65) +
+ 0 (Pexp, (65)) = 0,9976 = 0,9977 = pexp, (67). Pro dalsi ilustraci tohoto
uvadime tabulku, kterd srovnava diference a odchylky pro n od 90 do 99
(tabulka (1.3)):
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Tabulka 1.3: Srovnani diferenci p(n) a odchylek o (pexp, (1))
Ln ] p)  [pn+1)—pn) | o (pep (n) [ 0" (p(n)) |

90 | 0,999994 1,52-107° 0,000011 94
91 | 0,999995 1,16-107° 8,78-107° 95
92 | 0,999997 8,77-1077 6,98 -107° 96
93 | 0,999997 6,63 107" 5,52-107° 97
94 | 0,999998 4,99 - 1077 4,36-107° 98
95| 0,999999 3,75- 1077 3,43-107° 99

96 | 0,999999 | 2,80-10" | 2,69-107° 100
97 | 0,999999 | 2,09-107 | 2,10-10°° 101
98 [ 0,999999 | 1,55-10~ | 1,63-1079 102
99 1 0,9999996 | 1,14-107 | 1,27-10°° 104

Zavérem lze ¥ici, ze aproximace (1.12) dava piesné hodnoty pro pravdépo-
dobnosti mensi jak 0,95. Chceme-li aproximovat timto zpusobem pro nék-
terou z hodnot velmi blizkou 1, musime se spokojit s tim, 7ze ndm aproximace
d& orientacni vysledek, od néjz bude tfeba az nékolik jednotek odecist, aby-
chom se dostali k hledané hodnoté n. Je vSak tfeba docenit, Ze pokud by-
chom neméli k dispozici aproximaci (1.12), museli bychom pfi znamé hodnoté
pravdépodobnosti p(n) (ne piilis blizko u 1) dostavat pfislusné n ze vztahu
(1.2), tj. feSenim rovnice p(n) = 1—% v nezndmé n, coz analyticky
pri obecném n nelze provést a numericky muzeme dostat pouze lepsi ¢i horsi
aproximace.
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Kapitola 2

Prihradkovy problém
s predpokladem rovnomeérnosti

Narozeninovy problém lze zobecnhovat v nékolika smérech. Jednou ces-
tou zobecnéni problému je uvolnit pfedpoklad o 365 dnech v roce a hledat
pravdépodobnost toho, Ze pii umistovani n predméta do m prihradek v nék-
teré prihradce budou alespon dva predméty, pak evidentné pii volbé m = 365
dostaneme narozeninovy problém studovany v prvni kapitole. Jinou cestou
zobecnéni je uvolnit predpoklad o stejné pravdépodobnosti narozeni v libo-
volném dnu v roce, totiz mizeme napiiklad kazdému mésici, tydnu piripadné
dnu (v tom nejobecn&jsim piipadé) piitadit jinou (skute¢nou) pravdépodob-
nost narozeni. V této kapitole se budeme zabyvat prvnim typem zobecnéni,
v kapitolach nasledujicich prozkouméme druhou variantu zobecnéni.

2.1 Pravdépodobnost shody v obecném
prihradkovém problému

Provedeme-li tivahu zalozenou na Dirichletové principu analogicky s pod-
kapitolou 1.2, v ni7 v§ude nahradime 365 obecnym m a misto p(n), resp. ¢(n)
budeme psat p(m, n), resp. ¢(m,n), bude platit, ze pro n > m, je g(m,n) =0
a p(m,n) =1 a v piipadé, ze 2 < n < m, dostaneme:

tm—k+1 tem—k+1 m!
_ -1
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m)!

p(m,n)=1—-¢q(m,n)=1-— (2.2)

mm(m —n)!

2.2 Exponencidlni aproximace

Ze stejnych diuvodi jako v piedeslé kapitole, i v pfihrddkovém problému je
mozné a za urc¢itych okolnosti i vyhodné uvazovat aproximaci pravdépodob-
nosti p(m,n) pravdépodobnosti pex,(m,n) = 1 — e~ "5 Videli jsme, ze
pro m = 365 je exponencialni aproximace velmi pfesna a vhodné pro urceni
minimalntho poc¢tu lidi, ktery by uspokojil pozadovanou pravdépodobnost
shody v narozeninovém problému. Jak je to s kvalitou exponencialni aproxi-

mace pro rizné hodnoty n a m?
V podkapitole 1.4 jsme ukazali, Ze peyp, (n) < p(n), analogicky nahléd-

neme, ze 1 pep(m,n) < p(m,n) pro n € {2,3,...,m}. Oznaéme:
_n(n—1) m! _n(n=1) I'(m+1)
A = — Pex ,n) = o — = m . —
(m,n) = p(mn) = pexp(m, n) = e m™(m — n)! ¢ m"T(m —n+1)

Predpokladejme, 7Ze jsme dodefinovali funkci A predpisem pomoci gamma
funkce! na vsechna realna ¢isla spliiujici 2 < n < m, potom takto defi-
nované funkce je ziejmé spojitd?. Chceme-li urcit kvalitu dané aproximace,
musime byt schopni vySetiit pribeh funkce A(m,n), coz je v obecné roviné

PSR p : 9A(m,n) 9A(m,n) ST
velmi naro¢ny problém. Derivace =~ 5, vedou na funkce, jejichz
kofeny ve vSi obecnosti nebudeme schopni vyjadrit. Spoc¢itame prvni par-
cialni derivace A(m,n) dle m i n:

0A(m,n) (n—1n _@-v. D'(m)(mH,_, —mH,, +n)
e 2m 2
om om? * mrl'(m —n+1) (2:3)

dA(m,n) (1 —2n) _m-un N L(m +1) (=Hnp +In(m) +7)

= [ 2m

on 2m mrl'(m —n+1)

Y (2'4)

1Jak znamo, faktorial lze p¥epsat pomoci gamma funkce jako I'(k) = (k — 1)! pro
v8echna pfirozend k (defini¢ni obor gamma funkce si navic s pomoci komplexni analyzy
roz&ifime na vSechna nezéporna realna ¢isla).

2Vzhledem k pozadavku 2 < n < m jsou totiz vylouceny piipadné body nespojitosti,
které by existovaly pii definici A na celém R2.
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k
kde Hy = Z — je prislusnym harmonickym ¢islem (pro né&jz rovnéz piipous-
1
i=1
time existenci zobecnéni na nezapornych realnych ¢islech (viz. napf. [8]) a v
je tzv. Euler-Mascheroniho konstanta s pribliZznou hodnotou 0,5772156649.
Urceni priubéhu funkce A(m,n) ¢isté analyticky je netrividlni, pro klicové

nulové body a intervaly, kde je funkce W vzhledem k proménné m a

DA (o s ) ) " , )
% vzhledem k n kladné ¢i zaporné, se ndm nepodafi nalézt rozumné
obecné explicitni vyjadfeni. Provedeme vSak urcitd pozorovani na zakladé

grafu téchto funkci pro pripustné hodnoty n a m, které spliuji 2 < n < m.

Obrazek 2.1: Pribéh % pro rizna n

d A(m, n)
d A(m, n)
am
am
0.00005 5 10 15 30 35 40
b Vi

0.00004 =40 ~0.005

0.00003} n=4

0.00002} m -0.010¢

Va
,00001F
0.0000 \ 0015
‘ ‘ ‘ ‘ Cm
200 4 6 800 0
~0.00001F -0.020
4 A(m, n) 9 A(m, n)
am om
0004 0.002 ]
=5 H n=
o.ooz\ . 0.001
‘ ‘ ‘ m 20 5 80 100
10 15 20

0.002" ~0.001F
-0.004f —0.002¢
—0.006} -0.003¢
-0.008] —0.004}

Na prvnim grafu na obrézku (2.1) vidime priibéh % typicky pro

vét§inu piirozenych n (kromé malych hodnot). Bude se jednat o dvouvr-
cholovou kfivku, pro kterou prfi m = n hodnota W zprava konverguje
k 0, dale funkce roste az do jistého vrcholu Vi (lokalni a zaroven i globalni
maximum), z néjz klesa, protina osu m v jistém bodé m* a néasledné klesa az

do urc¢itého vrcholu Vs, z néjz pak dale roste a asymptoticky se piiblizuje k ose
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m. Na zbylych grafech vidime odlisné situace pro mala n. Pro n = 4 neexistuje
nulovy bod m*, pro n = 5,6 jiz tento bod existuje, nicméné na grafech se
neobjevuje vrchol Vi (bude patrny pravé s rostoucim n). Pfi vy$§im n jiz
zistanou vyse popsané vlastnosti kiivky zachovany, s tim, Ze rizné hodnoty
(m,n) budou zpusobovat rizné souradnice obou vrcholi i nulového bodu,
jehoz soufadnice vySetifujeme v dalsim odstavci. Ziejmé nyni % > (0 na
(2,m*), a tedy funkce A(m,n) je rostouci vzhledem k m, dale %:i’") <0
na (m*, 00), tudiz funkce A(m,n) je klesajici vzhledem k m a bod m* je bo-
dem lokalniho maxima. V ptipadé, Ze neexistuje bod m*, je funkce A(m,n)
klesajici vzhledem k m v celém uvazovaném defini¢énim oboru.

Obrazek 2.2: Hodnoty m* a A(m*,n) pro rizna n
-
1200}

0.250411 n? — 0.19742 n + 0.493295

1000
800
600
400;

200

0.10
o.osf
o.oef
o.o4f

0.02f
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Prvni graf na obrazku (2.2) ukazuje vyvoj hodnot m* (neboli hodnot
maximalizujicich A(m,n) pro dané n). Navic jsme tyto diskrétni hodnoty
metodou nejmensich ¢tvercu s vyuzitim softwaru Mathematica prolozili para-
bolou, jejiz rovnice je uvedena na obrazku a kterd ndm miize poslouzit pro
priblizné urc¢eni m* pii vy$$im n®. Nasledujici graf piislusné maximalni hod-
noty A(m*,n) (tedy maximalni moZné nepfesnosti exponencialni aproximace)
vy¢isluje. Vsimnéme si, ze body grafu A(m*, n) lezi na jednovrcholové kiivce
s vrcholem V' (je maximem), pfitom funkce A(m*, n) do vrcholu (v okoli bodu
n = 3 s funkéni hodnotou 0,1457) roste a dale pak klesa a asymptoticky se
primyka k ose n (tento fakt pozdéji zdivodnime). Je tieba si jesté uvédomit,
7ze uvedenym postupem nemusi byt m* celé ¢islo, tedy maximalizujeme-li
A(m,n) pfi pevném n na oboru pfirozenych ¢isel, bude maxima dosazeno
v okoli bodu m*, tj. v hodnoté |m*| nebo [m*]|. V kazdém piipadé pro
vSechna piipustnd pfirozend m bude A(m,n) < A(m* n). Konetné
A(m*,70) = 0,0052, tedy pro libovolné piipustné p¥irozené m je nepiesnost
exponencidlni aproximace pii n = 70 v nejhorsim pripadé nejvyse 0,0052 a
pro vyssi n se tato chyba dale snizuje vzhledem ke konvergenci A(m*,n) k 0.

Obrazek 2.3: Pribéh % pro m = 60
0 A(m, n)

an
0.003}
0.002}

0.001F

-0.001+

i \
~0.002-

3Pokud budeme prokladat body m" pro n € {2,3,...,1000}, dostaneme rovnici pro-
lozeni 0.250004n2 — 0.168906n + 0.172561, ¢ili vidime, 7e koeficient (nejvyznamnéjsiho)
kvadratického €lenu s rostoucim n bude nejspis konvergovat k 0,25, absolutni i linearni
¢len se budou déle pfiblizovat k 0 a jejich vyznam bude mnohem mensi.
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Na obrazku (2.3) muzeme sledovat pribéh W typicky pro vSechna
prirozend m > 2. Bude se jednat o dvouvrcholovou kfivku, pro kterou pfii
n = 2 hodnota % zprava konverguje k 0, dale funkce roste az do jistého
vrcholu V; (lokalni a zaroven globalni maximum), z néjz klesa, protina osu n
v jistém bodé n* a dale klesa az do urcitého vrcholu V5, ze kterého nasledné
roste a asymptoticky se pfiblizuje k ose n. Ruzné hodnoty (n,m) budou
zpusobovat riizné souradnice obou vrcholt i nulového bodu, které vysetiime

v nasledujicim odstavci. Kone¢né plati % > 0 na (2,n*), a tedy funkce
A(m,n) je rostouci vzhledem k n, déle W < 0 na (n*,m), tudiz funkce

A(m,n) je klesajici vzhledem k n a bod n* je bodem lokalniho maxima.

Obrazek 2.4: Hodnoty n* a A(m,n*) pro rizna m
. Amn)

1.69236+/ m—1.33972 + 0.847062 —

‘ . m
0 20 ) 60 80 100 ™ 9 50 100 150 200

Prvni graf na obrazku (2.4) ukazuje vyvoj hodnot n* (neboli hodnot maxi-
malizujicich A(m,n) pro dané m). Opét jsme tyto diskrétni hodnoty metodou
nejmensich ¢tverci za pomoci softwaru Mathematica prolozili kiivkou in-
verzni k jedné vétvi paraboly, jejiz rovnice je uvedena na obrazku a ktera nam
muZe poslouZit pro piiblizné uréeni n* p¥i vy$$im m?*. Nasledujici grafy tyto
maximalni hodnoty A(m,n*) (tedy maximalni mozné nepfesnosti exponen-
cialni aproximace) vy¢isluji. Muzeme si pov§imnout, ze body grafu A(m,n*)
lezi na jednovrcholové kiivce s vrcholem V' (je maximem), piitom funkce
A(m,n*) do vrcholu (v okoli bodu m = 3 s funk¢ni hodnotou 0,1457) roste
a dale pak klesa a asymptoticky se piimyki k ose m, ale pomaleji nez se

4Pokud budeme prokladat body n~ pro m € {2,3,...,1000}, dostaneme rovnici pro-
lozeni 1,72994 \/m — 0,511614 + 0, 447477, ¢ili vidime, Ze nejvyznamnéjsi koeficient pred
odmocninou mé tendenci pozvolna rust s rostoucim n, naopak vliv absolutniho ¢lenu se
postupné eliminuje.
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pfimykala A(m*,n) k ose n. Je tieba si jesté uvédomit, ze uvedenym pos-
tupem nemusi byt n* celé ¢islo, neboli pii maximalizaci A(m,n) pro pevné
m na oboru prirozenych ¢isel bude maxima dosazeno v okoli bodu n*, tj.
v hodnoté |n*| nebo [n*]. Kazdopadné pro vSechna piipustna piirozena n
bude A(m,n) < A(m,n*). Koneéné A(1000,n*) = 0,0062, tedy pro libovolné
pripustné prirozené m je nepfesnost exponencialni aproximace pii m = 1000
v nejhorsim piipadé nejvyse 0,0052 a pro vyssi m se tato chyba dale snizuje.
Porovname-li tento vysledek se situaci (2.2), vidime, Ze pro zajisténi srov-
natelné vysoké garantované maximéalni chyby aproximace musime vzit m
vyrazné vyssi nez stacilo brat n = 70. Proto pii volbach nizsich hodnot
m presnost exponencidlni aproximace klicové zavisi na hodnoté n, kdy pri
nesikovné kombinaci (m, n) se miZe nepfesnost pohybovat az v fadu desetin,
coz je nezanedbatelna hodnota.

Jak jsme si mohli pov§imnout v piedchazejici analyze funkce A(m,n),
problematické jsou malé hodnoty m a n, pro néz se funkce nechova monoténné.
Nicméné jak dale uvidime z jejich asymptotickych vlastnosti, od urcitych
hodnot mg,ng € N funkce A(m,n) asymptoticky klesa k 0, coz zaru¢i za-
douci pfesnost dané exponencialni aproximace. Nuze urc¢eme lim A(m,n),

lim A(m,n)a lim  A(m,n): o

n—m n—m,m—0o0

m—00 m—00

n(n—1 n - 1
lim A(m,n) = lim ¢ “5 — lim [] (1 - k—) = 1" =0 (2.5)

_n(n—=1) . m' m—1 m'

i Alm,m) = Ji e ¢ (20
) ( w1 m! ) e AV 2mm (%)m (1+o(m)) . 2mm
lim (e "2 -—— ] =e — lim —— =0— lim — =
m— o0 m m— o0 m m—oo e

(2.7)
Dodejme, 7e ve vzorci (2.7) vyuzivame tzv. Stirlingiv rozvoj pro faktorial
ml.

Kone¢né uvedme, 7e analogicky by bylo mozné uvazit inverzni aproximaci
pro pocet lidi (pfedmétii) n, aby pravdépodobnost umisténi alespon dvojice
predmétii do jedné piihradky byla aspon p, a to dosazenim m na misto 365
v aproximacich (1.12) a (1.13) spo¢tenych v podkapitole 1.4:
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1 1
nz§+\/1—2m~ln(1—p) (2.8)

na+/—2m-In (1 —p) (2.9)

2.3 Vyznam v kryptografii a hashovani

Chceme-li ukladat ur¢ity (velky) objem dat do néjaké pocitacové databaze
a pak v ni i efektivné vyhledavat, sekvenéni ukladani je diky své casové
narocnosti na prohledavani nevyhovujici a pfimy pfistup, pfi kterém zname
presny index zaznamu, ktery takto nalezneme bez jakéhokoli vyhledavani,
ma zase vysoké pamétové naroky. V informatice je snaha snizovat ¢asovou
slozitost i pamétové naroky vSech procesi, proto je tento problém uvnit¥ poci-
tale Casto FeSen hashovanim (rozptylovanim), které je kompromisni variantou
mezi sekvencénim a pfimym piistupem.

Pti hashovani je kazdému vstupnimu datu na zékladé jistého predpisu
(hashovaci funkece) prifazen index uréujici jeho pozici v databazi. Pokud
nasledné mame za tkol takovy zaznam nalézt, staci nam znéat jeho index a
pouzitou hashovaci funkci. Plati, Zze objem dat je vétsi nez kapacita databéze
a soub&Zné (i jako dusledek), Ze hashovaci funkce® neni prosta, coz vede k tzv.
kolizim. Kolize nastava, kdyz predpis hashovaci funkce pii zarazovani n-tého
zaznamu ukiZe na pozici, kde se jiz néjaky zadznam nachazi. Vyznamnym
cilem pii hashovani je co mozna nejvice takovym kolizim zabréanit, tj. ma-
ximalné snizit jejich pravdépodobnost®, aviak urcit pravdépodobnost takové
kolize neni ni¢im jinym nez aplikovat poznatky ziskané o ptrihrddkovém pro-
blém v piredeslé podkapitole.

Hashovani se ¢asto pouziva v kryptografii jako jedna z moznych forem
zabezpeceni. Narozeninovy paradoz, diskutovany v podkapitole 1.3, mé prave
v kryptografii zésadni dopad: totiz tzv. dtoky hrubou silou (tj. pokusy o pro-
lomeni hashovaci funkce vyhledavanim dvojice kolidujicich dat umisténych
na stejnou pozici v databazi prostym zkouSenim vSech moznosti) jsou diky

5Maél by to byt takovy piedpis, ktery bude data “dobie” rozptylovat, tj. bude mit co
jednoduchymi piiklady takové hashovaci funkce jsou napi. funkce h(n) = n mod p, kde p
je né&jaké vhodné zvolené prvocislo vzhledem k velikosti databéaze.

67U praktickych hashovacich funkecich viak nikdy nemiiZze byt nulové, viechny uvazované
hashovaci funkce jsou pfirozené kolizni.
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narozeninovému paradoru snazsi, nez by se na prvni pohled mohlo zdat. Pro
k-bitovou hashovaci funkci (zfejmé umoziuje rozptylovani az do 2% riznych
pozic databaze) nastavd kolize s nezanedbatelnou pravdépodobnosti
pFiblizné 0,5 jiz v mnozing obsahujicf 22 v/2 - In2 & 1,1774- 2% dat (vysledek
pro n ziskany dosazenim p = 0,5 a m = 2% do vztahu (2.9)), namisto
ocekavanych % - 2% dat (vysledek plynouci z intuitivni dvahy, Ze v polovi-
né hashovanych dat musi byt pravdépodobnost kolize pfiblizné 0,5). Tedy
po prohledani 1,1774 - 25 dat jiz mame piiblizné 50% Sanci, Ze nalezneme
kolidujici dvojici, pfitom ¢islo 25 je vzhledem k bezpec¢nostnim pozadavkim
pro mald k& pomérné malé”, coz klade jisty narok na délku hashovaci funkce
(tj. nejen na jeji kvalitu). Samotné hledéni koliznich stavi je kli¢ové pii au-
tentizaci nebo autorizaci dat, které se pouzivaji v elektronickém podpisu atd.

Na zavér kapitoly zminime dva konkrétni piiklady aplikace hashovani:
pro kontrolu zprav odesilanych po siti a pro uchovavani hesel. Pti posilani
zprav po siti vétsinou dochazi k tomu, Ze odesilané zprava vstoupi do jistého
hashovaciho algoritmu, jehoz vysledkem je tvz. message digest, poté se vhodné
zasifruje, pripoji se k ni message digest a v této podobé se odesle adresé-
tovi. Adresat zpravu pomoci sdileného kli¢e desifruje, provede hashovani a
vysledny message digest porovné s tim, ktery byl pfilozen ke zpravé odesilate-
lem. Shoduji-li se oba dva message digest, znamend to, Ze zprava nebyla
béhem prenosu nijak zménéna. Hashovani pfi uchovavani hesel ma vyznam
pro jejich ochranu pred zneuzitim, totiz z bezpec¢nostnich diivodi neni vhodné
uchovavat hesla v jejich zdrojovém tvaru, proto se uchovava pouze vysledek,
ktery ndm poskytne hashovaci funkce. Vzhledem k povaze hashovaciho algo-
ritmu (vhodné zvoleného) bude nesmirné slozité z vysledku hashovaci funkce
odvodit ptuvodni heslo, nicméné pro operac¢ni systém bude naopak velice
snadné podle vysledki hashovani ovérit spravnost hesla.

"Pro dosazeni uspokojivé bezpetnosti dané hashovaci funkce se obvykle voli k > 256.
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Kapitola 3

Narozeninovy problém v pripadé
nerovnomeérného rozdéleni

V této kapitole se budeme zabyvat narozeninovym problémem v kla-
sické podobé, v jaké jsme se s nim seznamili v prvni kapitole. Budeme
déle vyuzivat predpoklad o neexistenci pfestupnych let, ale uvolnime pfed-
poklad o rovnomérném rozdéleni pravdépodobnosti narozeni v jednotlivych
dnech béhem roku, coz odpovida skutecné situaci. Na kolik je piedpoklad
rovnomérného rozdéleni poskozujici? Poskytuje dobrou aproximaci realné
situace? Jaky je vztah mezi pravdépodobnosti ur¢enou v narozeninovém
problému s a bez predpokladu rovnomeérnosti?

3.1 Priciny nerovnomeérnosti v reilné distribuci
porodii béhem roku

Pro zkouméni narozeninového problému bez predpokladu rovnomérnosti
je potifeba vzit v tivahu tzv. sezonnost porodil i rtzné cyklicnosti, které
je mozné v distribuci porodu sledovat. Jsou totiz nejbéznéjsimi puvodci
nerovnomérnosti v rozdéleni pravdépodobnosti narozeni v dany den béhem
roku. Nerovnomérnosti v8ak vyvolavaji i politicka rozhodnuti (napt. jedna-li
se 0 zavadéni ¢i zmény dévek pro matky, narozené déti apod.) i fada udalosti
nepfirodniho charakteru.

Cetnost narozeni je v jednotlivych mésicich a obdobich roku rozdil-
né. RozloZeni po¢tu narozenych déti, resp. koncepci béhem kalendaini-
ho roku souvisi s biologicko-klimatickymi podminénostmi a Zivotnim
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stylem obyvatelstva, proto se z dlouhodobého pohledu - nebere-li se
v tvahu ndhodné kolisdni - méni jen malo a pozvolna. Kromé toho
neni sezénnost pro celkovy charakter reprodukce nijak vyznamna, v de-
mografii je proto spiSe okrajovym tématem.

V Ceskeé republice se pravidelné vys§i pocet déti rodi v jarnich
a letnich mésicich, zatimco na podzim a v prvni poloviné zimy jsou
polty narozenych podprimeérné. V obdobi 1993 - 2005 doslo k mirnému
snizeni mési¢nich indext! v prvni étvrting roku a naopak k nariistu in-
dextt v poslednim ¢&tvrtleti, ¢imz se tézigté porodnosti posunulo z ob-
dobi tnor-Gervenec na duben-zafiZ. Zaroven se vsak rozdily v poctu
narozenych v jednotlivych mésicich ponékud zmensily. [1]

éesky’ statisticky trad se vSak pii evidovani porodi béhem roku zabyva
nejvyse mésicni sezénnosti porodi, a tedy neregistruje pocty porodit pro
jednotlivé dny v roce. Z duvodu absence potfebnych dat pro CR poui-
jeme pro naSe ucely studii [2| Geoffrey C. Berresforda z Univerzity Long
Island (USA), ktery srovnaval pravdépodobnost narozeni 3%5 za predpokladu
rovhomeérného rozdéleni s relativnimi ¢etnostmi porodi pro kazdy den v roce
1977 vypoctenymi na zékladé dat ze statu New York v témze roce. V této
studii bylo zjisténo, Ze se relativni ¢etnosti pro jednotlivé dny béhem roku
pohybuji od 0,002135 (pro nedéli, 11. prosince 1977) do 0,003478 (pro stiedu,
6. Cervence 1977), coz predstavuje odchylku od teoretické pravdépodobnosti

% = 0,002740 az o 27%.

1Jedn4 se o tzv. mési¢ni indexy porodnosti, které se ziskaji nasledujicim postupem: Nej-
prve se vychozi absolutni mési¢ni poéty narozenych standardizuji, tj. o€isti se od rozdilné
délky jednotlivych mésicti. Mési¢ni indexy jsou poté vypocteny jako pomér standardizo-
vaného po¢tu narozenych v daném mésici k primérnému meési¢nimu poctu narozenych
v daném roce. Hodnota indexu pro primérny mésic v roce je tedy rovna jedné.

2tyto zavéry potvrzuji i obrazky 3.1 a 3.3, které se zabyvaji sezonnosti porodii
ve staté New York (USA)
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Obrazek 3.1: Rozlozeni relativnich ¢etnosti porodii ve staté New York (USA)

béhem roku 1977
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Na obrazku 3.1, jenz pochézi z Berresfordovy studie, je vodorovnou linkou
naznacena turoven pravdépodobnosti za predpokladu rovnomérného rozdéleni
porodu béhem roku. Obrazek jasné ukazuje znacné kolisani skutecnych re-
lativnich ¢etnosti kolem teoretické pravdépodobnosti 3%5 v celém sledovaném
obdobi a navic napovidé, Ze v rozloZeni porodu bude hrat pravdépodobné
roli jisty tydenni cyklus, jelikoz trend vykyvi se periodicky opakuje ptiblizné
kazdych 7 dni.

Joshua Gans a Andrew Leigh ve svém ¢lanku [3] hypotézu o existenci
tydenniho cyklu v porodech potvrzuji a zkoumaji piic¢iny tohoto jevu. Plati
totiz, ze o vikendu se rodi méné déti nez v pracovnich dnech, nejvice déti
se rodi ve ¢tvrtek, nejméné pak v nedéli. Pri¢inou nerovnomérného rozlozeni
porodi béhem tydne je zfejmé moznost planovani si doby porodu (napf.
vyvolanim pfed¢asného porodu apod.). Na niz§im podilu porodi béhem vi-
kendu se tak mize podepsat i pracovni doba a s ni souvisejici ekonomické
dopady pro chod porodnickych zatizeni. I personél téchto zafizeni mé stan-
dardni pracovni dobu od pondéli do patku. O vikendu, kdy je provoz takovych
zafizeni omezenéjsi, navic museji zaméstnanci porodnic dostavat priplatky ke
mzdé, coz zvySuje osobni ndklady nemocnice. Obrazek 3.2 zachycuje rozlozeni
porodu na jednotlivé dny v tydnu, byl sestaven na zakladé dat z Australského
statistického uradu z let 1975 az 2003. Dodejme, Ze vodorovna linka zachy-
cuje uroven teoretické pravdépodobnosti % pri rozdéleni porodt rovnomérné
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mezi vSech 7 dni.
Obrazek 3.2: Rozlozeni relativnich ¢etnosti porodu v riznych dnech v tydnu

v Australii za odbobi let 1975-2003
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Zminovana tydenni cykli¢nost v porodech ma jisty dopad na rovnomérnost
distribuce porodt béhem jednoho roku, jiz bychom radi predpokladali: Zpi-
sobuje tak vyznamné kolisani, ze bychom vysledky ziskané aproximaci real-
ného problému problémem s predpokladem rovnomeérnosti z prvni kapitoly
nemohli povazovat za dostatecné spolehlivé. Ovsem je ve vSech populacich
tydenni cykli¢nost porodii relevantni? Snadno dovodime, Ze nikoli. Piedeslé
tvahy narazeji na ten nedostatek, ze jsme zkoumali data jen z jednoho je-
diného roku. Uvazujeme-li tedy narozeninovy problém v populaci jednoho
ro¢niku, opravdu se nelze prilis spolehlivé opirat o vysledky z prvni kapitoly.
Navic to vysvétluje, Ze pro piipad Skolnich t¥id (zaci ze stejné tiidy jsou ob-
vykle jednim a tim samym populaénim ro¢nikem), neni vhodné kviili tydenni
cykli¢nosti porodt uvazovat zjednoduseni tohoto problému na narozeninovy
problém s predpokladem rovnomérnosti feSeny v prvni kapitole.

Populace, ve kterych lze skute¢ny narozeninovy problém dobfe aproxi-
movat problémem s pfedpokladem rovnomérnosti, tedy museji byt slozené
7z 0sob z riznych ro¢nikiu (¢im vétsi diverzita, tim je aproximace skuteéné
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situace spolehlivgjsi)®. Proto Berresford ve své studii data upravil tim, ze
relativni cetnost pro kazdy den nahradil primérem relativni ¢etnosti to-
hoto dne a Sesti dnti po ném nasledujicich, coz evidentné eliminovalo vliv
tydenni cykli¢nosti a zaroven to vypovidaci hodnotu dat jako takovych prilis
nepokosdilo. Vyznamnym efektem této transformace bylo, Ze odchylky rela-
tivnich ¢etnosti nyni byly pouze do 10% od hodnoty teoretické pravdépodob-

<1 . L, .
nosti zz=, viz. obrézek 3.3:

Obrazek 3.3: Rozlozeni transformovanych relativnich Getnosti porodiu (bez
vlivu tydenni cykli¢nosti) ve staté New York (USA) béhem roku 1977
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Evidentné za situace, kterou ukazuje obrazek 3.3, je aproximace narozeni-
nového problému se skutec¢nou distribuci porodi problémem s piedpokla-
dem rovnomérnosti dosate¢né spolehlivéd, nebot skute¢na empirické distribuce
porodi se jiz velmi blizi distribu¢ni funkci rovnomeérného rozdéleni.

3To je déno tim, Ze pocet dni v roce (365) je nesoudé&lny s poétem dni v tydnu (7),
tim padem i se zahrnutim pifestupnych let, se kazdych nejvyse 28 po sobé jdoucich let
vlivy tydenni cykli¢nosti eliminuji, nebot 1. leden (a samoziejmé i kterékoli jiné libovolné
zvolené datum) pokazdé pfipadne na jiny den v tydnu, a to pravé ¢tyfikrat na kazdy den
v tydnu b&hem 28 po sobé jdoucich let.
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3.2 Analyticky vypocet pravdépodobnosti

Predpokladejme, Ze jsme ocislovali vSechny dny v roce ¢isly od 1 do 365.
Necht p; znac¢i pravdépodobnost toho, Ze se dana osoba narodila v i-tém
dni a7 = 1,2,...,365. Uvazujme, Ze jsme pro dané n vybrali z mnoziny
{1,2,...,365} podmozinu {iy, s, ..., i, } splhujici iy < iy < ... < i,. Pfed-
pokladejme, 7e jsme si ocislovali n osob ¢isly od 1 do n. Ziejmé
PipyPiny * -+ * Piny J€ Pravdépodobnost toho, Ze se j-ta osoba narodila
pravé v den i) pro vSechna j = 1,2,...,n, kde m je néjakd permutace
prvkia mnoziny {1,2,...,n}. Jak je pravdépodobnost, oznac¢me ji Q;, ;. (n),
toho, Ze se kazda z osob 1 aZ n narodila v pravé jednom dni (nezalezi
v jakém konkrétnim) z mnoziny {i,1s,...,4,}7 Tuto pravdépodobnost e-
videntné dostaneme, seCteme-li diléi pravdépodobnosti p;_,\pi o) - - - * Pire
pfes vSechny mozné permutace m prvkia mnoziny {1,2,...,n}. Jelikoz per-
mutace je vzajemné jednoznacné zobrazeni, musi platit PinyPingy "+ - Pinny =
= Di,Di, " - - - * Di,, PrO libovolnou permutaci 7. Konec¢né, jak znamo, permutaci
n-prvkové mnoziny je n!, tudiz Q;, ;. (n) = nlpypi, - ... - p;,- Pak staci vzit
v8echny mozné n-prvkové mnoziny {iy,is,...,i,} C {1,2,...,365} takoveé,
7e iy < g < ... < 1y, to zfejmé pii souCasném uvazovani vSech moznych
permutaci indexu z kazdé takové mnoziny vycerpava vsechny moznosti, jak
se n osob miize narodit v n riznych dnech béhem roku, aniz by existovala
mezi nimi dvojice majici narozeniny ve stejny den. Se¢teme-li (stejné jako ve
vzorci (3.1)) pres vSechny takové podmnoziny indexu {iy, i, ..., i, } odpovi-
dajici pravdépodobnosti Q;, ;. (n), obdrzime pravdépodobnost Q)(n) toho,
ze ve skupiné n lidi neexistuji dva lidé, kteti by se narodili ve stejny den.

Q(n) =n! Z Piy * - - Diy, = 1! Z sz‘j (3.1)

11 <...<ip 11<...<ip j=1
Bohuzel dle vzorce (3.1) by ve vétsiné piipadi pravdépodobnost nespoci-
tal v rozumném ¢ase ani vykonnéjsi pocitac, nebot by musel secist (325) ¢lenu.
V tabulce (3.1) maximalnich p¥irozenych mocnin 10 mensich jak (**°) vidime,
ze, pro vétsinu hodnot n se jedna o prilis velké mnozstvi operaci:

n

| n [ 10 [ 20 [ 23 [ 30 | 50 | 75 [100] 125 | 150 | 175 | 183 |
’ (365) ‘ 1019 ‘ 1032 ‘ 1036 ‘ 1043 ‘ 1062 ‘ 1079 ‘ 1091 ‘ 10100 | 10105 ‘ 10108 ‘ 10108 ‘

n

Tabulka 3.1: Predstava o velikosti hodnot (365)
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Budeme-li uvazovat, ze jadro velmi vykonného procesoru je schopné usku-
tecnit az 3 - 10° operaci za sekundu a nebudeme-li uvazovat omezeni ply-
noucf z uklddani dat a mezivysledkit vypocti, pak na vykonani (3>) a 10
souctii bude tieba asi 3,33 - 10? sekund, coz ¢ini témer 106 let. Pokud viak
vzorec (3.1) modifikujeme do méné konkrétni podoby, dojdeme k vypocetné
schiudngjsi formuli (3.2). Potiebnost takového vztahu vyplyva i z pozadavku
zmensit rozsah vstupnich dat pro problém, neboli, aby uzivatel nemusel pro
vypocet znat 365 riznych pravdépodobnosti narozeni ve véech dnech v roce®.

Necht mame k dispozici m < 365 ruznych pravdépodobnosti pi,...,pn,
tak, Ze pravdépodobnost p; je pravdépodobnosti narozeni pro pravé d; riznych

m m

dni, Z d; = 365 a Zdipi = 1, potom:

i=1 =1

Q) =n > ﬁ(s)p” (3.2)

ni+...+nm=n i=1
kde séitame pies (mt:“l) ruznych usporadanych m-tic (nq,...,n,) neza-
pornych celych ¢isel takovych, Ze jejich soucet je n. Jak jsme ke vzorci (3.2)
dospéli? n; ziejmé oznacuje pocet lidi z n osob, ktefi se narodili v nékterém
z dni s pravdépodobnosti p;, mluvme v takovém pripadé o i-té
D-mnoziné (dnu). Jelikoz v i-té D-mnoziné je pravé d; dni, existuje celkem
(Z) moznosti®, jak takova situace mohla nastat. Snadno nahlédneme, Ze
("
=1 \hi
osob ze zkoumané skupiny narodilo vyhradné ve dnech ¢-té D-mnoziny. Vysci-
tame-li tyto pravdépodobnosti pfes vSechna ¢, dostaneme pravdépodobnost
toho, 7ze pfi pevné stanovené piislusnosti kazdé osoby do D-mnoziny dle dnu
svého narozeni, nebude mezi témito lidmi existovat dvojice, ktera by se na-
rodila ve stejny den. Uvazime-li v§echny mozné permutace n osob, dostaneme
celkovou pravdépodobnost Q(n) bez pevné stanovené piislusnosti kazdé o-
soby do ur¢ité D-mnoziny.
Vztah (3.2) nam, mimojiné, umoziuje spocitat pravdépodobnost Q(n),
resp. ¢(n) (pii znaceni dle prvni kapitoly) v narozeninovém problému s pred-
pokladem rovnomérnosti se zahrnutim existence 29. tinora (pfestupnych roki).

> p;* vyjadiuje celkovou pravdépodobnost, Ze se pevné uréenych n;

4Mnohdy ani takova data nejsou k dispozici, napf. CSU zvefejiiuje jen meési¢ni relativni
¢etnosti jako empirické odhady pravdépodobnosti pro jednotlivé mésice.
Spokud d; < n;, povazujeme (%) za 0.

36



Vratime-li se k poznatkim z podkapitoly 1.1 a polozime-li p; = %, di =1
(tedy p; bude pravdépodobnost narozeni 29. tnora a d; poc¢et dni, které
takovou pravdépodobnost maji) a py = %, dy = 365 (¢ili po bude hod-
nota pravdépodobnosti narozeni v dany konkrétni den béhem roku kromé
29. tnora a dy celkovy pocet dni s touto stejnou hodnotou pravdépodob-
nosti), potom pro narozeninovy problém s predpokladem rovnomérnosti a

piipusténim existence pfestupnych let obdrzime vztah (3.3):

o 2 <” i /f) (142(7)97) h (325) (144600097 ) -

{(n—k,k)|ke{0,...,n}}
o 365 400 \" N 365 \ 97 - 400" 1]
i\ n 146097 n—1) 146097 |

365\ / 400 \" 97n
_ 1 3.3
" ( n > (146097) { * 400'(366—71)} (3:3)

S vyuzitim vztahu (3.3) porovname vybrané hodnoty p(n) = 1 — ¢(n)
s hodnotami p(n) z problému z prvni kapitoly, kde jsme nepredpokladali e-
xistenci prestupnych let. Intuitivné (zvysil se po¢et moznosti narozeni) plati
p(n) < p(n) pro vsechna n € {2,3,...,365}. Bude-li nds zajimat vySe
Ap(n) = p(n) — p(n), mizeme sledovat tabulku (3.2) nebo graf na obrazku
(3.4).

Jak je patrné z grafu, hodnoty Ap(n) rychle rostou az do jistého ma-
xima, které nastava v bodé n = 27 s funkéni hodnotou piiblizné 0,000447,
z tohoto bodu dale prudce klesa a asymptoticky se ptimyka k ose n. Je tedy
patrné, Ze vynechani pfedpokladu existence piestupnych let zptusobi v nej-
horsim pripadé nepiesnost o velikosti nejvyse 0,000447, coz je zanedbatelné
hodnota.
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Tabulka 3.2: Nékteré numerické hodnoty p(n) a p(n)

[ n ] p(n) \ p(n) |
10 0,1168 0,1169
20 0,4111 0,4114
23 0, 5069 0,5073
30 0,7059 0,7063
40 0, 8909 0,8912
50 0,9702 0,9704
60 0,9941 0,9941
70 0,9992 0,9992
80 0.99991 0.99991
90 0,999994 0.999994
100 | 0,9999997 0,9999997
200 | 1—1,82-10%0 | 1—1,61-10 %
300 | 1—1,03-10% | 1—6,25-10
350 | 1—1,51-10 0 | 1 —3,03-10 =
366 | 1—2,77-10 ¢ 1

Obrazek 3.4: Prubéh rozdila Ap(n) = p(n) — p(n) v zavislosti na n
Ap(n)

0.0005

0.0004

0.0003]

0.0002]

0.0001

0.0000 : : : : : — n
100 150 200 250 300 350

Jiné a velmi uzitefné pouziti vzorce (3.2) uvadime v podkapitole 3.4,
kde jej aplikujeme na konkrétni data z CSU a dospivame k zavéru, ze i
pfes vyznamné omezeni poc¢tu vstupujicich pravdépodobnosti ze 365 na 12,
budou sice vypocetni omezeni vyznamné zmirnéna (neboli fady vysledka se
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doc¢kame v dosazitelném case), ale stale budeme schopni pravdépodobnost
Q@ (n) numericky vy¢islit jen pro nékolik nejmensich hodnot n.

3.3 Narozeninova nerovnost

Narozeninovy problém s predpokladem rovnomérnosti hraje tlohu mezni-
ho pfipadu pro narozeninovy problém se skuteénym (nerovnomérnym) rozdé-
lenim pravdépodobnosti narozeni v urc¢itém dnu. Ukdzeme, 7e pravé pro
rovnomérné rozdéleni je pravdépodobnost toho, Ze ve skupiné n lidi exis-
tuji alespon dva majici narozeniny ve stejny den, miniméalni. Pravé uvedené
tvrzeni je dusledkem tzv. narozeninové nerovnosti:

Tvrzeni: (Narozeninovd nerovnost)

1 1 1
Q <Q = = . —
[(p17p27 7]?365) 7n] > |:(p1 365,172 365 » P365 365) 7n:| )

kde Q[(p1,p2,---,p365),n] je pravdépodobnost toho, Ze ve skupiné
n > 2 lidi nema ani jedna dvojice osob narozeniny ve stejny den, je-li

pravdépodobnost narozeni pro den ¢ ddna hodnotou p;, kde : = 1,...,365
365

=1

Dikaz: Pokud na levé strané nerovnosti plati p;1 = ps = ... = ps3es,

v nerovnosti nastava rovnost a tedy tvrzeni plati. Dale budeme pfedpo-

kladat, Ze mezi pravdépodobnostmi p; aZ pses existuje dvojice p; # p,. Bez

jmy na obecnosti, necht p; # ps, jinak bychom mohli pravdépodobnosti

jednodusge precislovat. Ukazeme, 7ze nahradime-li obé hodnoty p; a po je-
p1+p2

jich aritmetickym primérem 722, potom hodnotu @ [(p1,p2, .., P3es) 7

zvysime, neboli @ [(p1,p2,---,P365),n] < @ [(’%, ’%,pg, - ,p365) ,n].
Nasledné vyjadieni Q [(p1,p2, - - -,P365) , ] = Q(n) ze vzorce (3.1) rozdélime
na tfi Casti: na ¢leny obsahujici jak py, tak i po, ¢leny obsahujici pravé jednu
z pravdépodobnosti p; a ps a konec¢né Cleny neobsahujici Zadnou z obou
pravdépodobnosti:

Q [(ph]b, e 7]9365) 771] =
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=nl{pp2 D P Pinot

2<11 <. <tp—2

+(p1 + p2) Z Piy -+ Pinat

2<i1 <. <lp—1

+ Z Diy - - -pm) (3.4)

2<i1 <. <lp,

Pokud nyni ve vzorci (3.4) nahradime hodnoty p; a py jejich spole¢nym
primeérem, zfejmé tim hodnotu druhého ani tretiho ¢lenu nezménime. Nic-
méné zvysime tim hodnotu prvniho ¢lenu, coz vyplyva z AG-nerovnosti
VPip2 < f’% s rovnosti praveé, kdyz p; = ps. V naSem piipadé je dle
predpokladu p; # po, ¢ili mtizeme pouzit AG-nerovnost s ostrou nerovnosti.
Jelikoz pii tomto nahrazeni se prvni ¢len v (3.4) zvysi a ostatni zistanou
beze zmény, skute¢né jsme tim hodnotu @ [(p1,p2, .- -, P3es) , n| zvysili. Pro-
toze pravdépodobnost Q [(p1,p2, - - -, P3es) , n| miZe byt zvysena, kdykoli mezi
hodnotami p; existuje dvojice p; # p;, a to nahrazenim obou hodnot jejich
aritmetickym prumérem, musi byt pravdépodobnost Q [(p1,ps,- .-, Pses) 7]
maximalni® pravé, kdyz viechna p; maji totoznou hodnotu.l

Na zavér této podkapitoly si stac¢i jen uvédomit, ze pravdépodobnost
shody v narozeninovém problému je komplementarni k pravdépodobnosti
Q(p1,p2,---,p365),n], odtud evidentné dostavame, Ze za predpokladu
rovnomérného rozdéleni pravdépodobnosti narozeni v uréitém dni je
pravdépodobnost toho, Ze ve skupiné n osob existuji alespont dvé osoby majici
narozeniny ve stejny den, miniméalni.

6pokud takové maximum existuje, coz je v naSem piipadé zaruceno tim, Ze funkce
365

Q@ je spojitou funkci na kompaktu daném podminkami Zpi =1,0 < p; <1, pro
i=1

Vie {1,...,365}.
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3.4 (Odhad pravdépodobnosti neexistence shody
na zakladé dat z CSU

Nyni se budeme snazit urc¢it odhad @(n) na zakladé relativnich cetnosti
narozeni pro primérny den v kazdém mésici” za obdobi let 1991-2005. Zmiiio-
vané relativni Cetnosti budeme povazovat za empirické odhady pq, ..., p12-
V tabulce (3.3) uvadime pfehledné posledni fadek z tabulky (P.1).

Tabulka 3.3: Odhady pro pravdépodobnosti narozeni v jednotlivych mésicich
prepoctené na jeden den

] Mésic \ JTmésic \ Co odhaduje? ‘
Leden 0,002659 2}
Unor 0,002768 D2
Biezen | 0,002855 D3
Duben | 0,002933 D4
Kvéten | 0,002927 Ds
Cerven | 0,002925 De

Cervenec | 0,002903 D7
Srpen | 0,002756 P8
Zari 0,002745 Do
Rijen | 0,002514 P1o

Listopad | 0,002451 P11

Prosinec | 0,002428 D12

Relativni ¢etnost pro mésic ¢ byla urcena jako:
N; 1
E?

~

bi = 73
>N
k=1

kde N; znaci celkovy pocet 7zivé narozenych v mésici ¢ v celém sledovaném

obdobi (fadek ,,Celkem” v tabulce (P.1)), D; znaci celkovy pocet dni, které

"Nejlepsi by samoziejmé bylo uzivat razné relativni Getnosti pro rtzné dny a ne-
jen pro mésice, nicméné i tak bychom méli obdrzet vérné&jsi odhad P(n) za piedpo-
kladu reéalné distribuce narozeni béhem roku, nez aproximujeme-li pravdépodobnosti p(n)
z narozeninového problému s pfedpokladem rovnomérného rozdéleni z prvni kapitoly.
Druhou piekazkou je i fakt, ze idaje o relativnich ¢etnostech pro jednolitvé dny pro oblast
CR jednoduse nemame k dispozici.
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nélezely do mésice ¢ ve zkoumaném obdobi (fadek ,Dnii celkem” v tabulce
(P.1)) a konetné D; = %’ je prumérny pocet dni, ktery piipadal na 1 rok
za celé sledované obdobi (fadek ,Priimérné dni” v tabulce (P.1))%. Dané
relativni ¢etnosti budeme aplikovat na vzorec (3.2), v némz dale budeme
klast m = 12 a (dy,ds,...,d12) = (31,30, 28, 30, 31, 30, 31, 31, 30, 31, 30, 31)
(tj. po¢ty dni v jednotlivych kalendainich mésicich v nepfestupném roce),
¢ili budeme vyuzivat nasledujici formuli:

Omy=n 3 H( ) (35)

ni+...4niz=n i=1

Nicméné jiz pro malé hodnoty n narazime na zna¢né vypocetni problémy,
a to i pii pouziti vypocetni techniky. Vzorec (3.5) zadame k vypoc¢tu pro-
gramu Mathematica nasledujici sérii piikazi:

<< Combinatorica‘

Clear [n, d, m, p, rozklad]
//je tfeba doplnit néjaké piirozené &islo//
{31, 28, 31, 30, 31, 30, 31, 31, 30, 31, 30, 31}
1= 12
:= {0.002659487, 0.00276795, 0.002855341, 0.002933096, 0.002927356,
0.002925005, 0.002902664, 0.002755975, 0.002744918, 0.002514381,
0.002450937, 0.002427543}
rozklad := Compositions[n, m]
delka := Length[rozklad]

Timing[n!*Sum[Apply [Times,Flatten[Binomial [d,rozklad[[]]]1]*
(p~rozklad[[é]])1]1,{i, delkal}]]

V tabulce (3.4) uvadime vysledky @(n) pron € {2,3,4,5,6,7} a zaroven
je porovnavame s hodnotou ¢(n) z prvni kapitoly za predpokladu rovnomér-
nosti. Muzeme piitom pozorovat, ze odliSnosti nastavaji v fadu tisicin, coz
je prijatelna nepresnost, v§imneme-li si, ze doba presného vypoctu exponen-
cialné roste:

o B aB

8Evidentné pro viechny mésice kromé tnora to bude skute¢ny pocet dni v daném
mésici, tj. 30 nebo 31, v piipadé tnora dospéjeme k desetinnému ¢islu 28,2, coz je dano
zahrnutim tii pfestupnych rokid 1992, 1996 a 2004.
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Tabulka 3.4: Srovnani odhadu @(n) s teoretickymi hodnotami ¢(n)

’ n ‘ Q(n) ‘ doba vypoctu ‘ q(n) ‘ q(n) —Q(n) ‘
2 10,9961 1,212 s 0,9973 0,0011
3 10,9901 25,987 s 0,9918 0,0017
4 10,9814 6 min 10,813 s 0,9836 0,0022
5 | 0,9701 1 h 7 min 51,920 s 0,9729 0,0028
6 | 0,9562 | 8 h 59 min 25,341 s | 0,9595 0,0034
7 10,9399 | 2 dny 6 h 46 min 44 s | 0,9438 0,0039

Vzhledem k narozeninové nerovnosti jisté plati, ze q(n) > @(n) > Q(n),
neboli odhad @(n) pochéazejici z naseho pseudorovnomérného modelu (kdy
pripoustime skute¢nou nerovnomeérnost mezi dny z riznych mésici, ale v ram-
ci jednoho mésice uvazujeme rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti naroze-
ni pro jednotlivé dny tohoto mésice) je presnéjsim odhadem (horni mezi)
skuteéné pravdépodobnosti Q(n).
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Kapitola 4

Monte Carlo odhad pri
nerovnomeérné distribuci narozeni
béhem roku

Jak jsme vidéli v pfedeslé kapitole, ani vypocetni technika neni dostacujici
na to, aby spocitala pfesnou analytickou hodnotu pravdépodobnosti Q(n),
jejiz vyznam zustava stejny jako v predeslé podkapitole. Nicméné pomoci
pocitacové simulace jsme schopni tento problém vyfesit v rozumné dlouhém
Case 1 s uspokojivou presnosti. Pro ucely této kapitoly oznatme mw(n) =
= 1 — Q(n), tedy pravdépodobnost, ze v dané skupiné n lidi existuji ale-
spon dva majici narozeniny ve stejny den.

4.1 Reprezentace dat a realizace pocitac¢ové si-
mulace

Déle necht nahodna veli¢ina X (n) nabyva hodnoty 0, neni-li v dané
skupiné o n osobach zadné shoda ve dni narozenin, a 1, existuje-li mezi témito
osobami dvojice majici narozeniny ve stejny den. Snadno nahlédneme, Ze
takto definovana nahodna veli¢ina X (n) ma alternativni rozdéleni s parame-
trem 7(n), neboli X(n) ~ Alt(m(n)). Provedeme-li dostatecny pocet po-
zorovani veli¢iny X (n), budeme moci sestrojit intervalovy odhad B(X (n)) =
= (CL(X(n),Cr(X(n)) pro hledany parametr m(n).

Zvolme jako pocet pozorovani 10 000. Pomoci pocitacové simulace v soft-
waru Mathematica vygenerujeme 10 000 n-tic ndhodnych ¢isel z diskrétniho
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rozdéleni daného pravdépodobnostmi py, ..., p12 na mnoziné {1,2,...,365}
tak 7e p; je pravdepodobnostl vygenerovani pro kazdé prirozené C1slo od

Zd +1 do Zd pro i € {1,2,...,12}. Tyto n-tice vhodné reprezen-

tUJl v jakych dnech mohou mit osoby z dané n-¢lenné skupiny narozeniny
s distribuci, kterd odpovida skutecné distribuci dané relativnimi ¢etnostmi
porodi pro jednotlivé mésice. Nasledujici serie piikazli generuje 10 000 tako-
vych n-tic a navic na vystupu vyhodnocuje, v kolika z nich se vyskytlo asponi
jedno ¢islo dvakrat (tj. nastala shoda u aspon dvou osob ve dnu narozeni):

= {31, 28, 31, 30, 31, 30, 31, 31, 30, 31, 30, 31}

= {0.002659487, 0.00276795, 0.002855341, 0.002933096, 0.002927356,
0.002925005, 0.002902664, 0.002755975, 0.002744918, 0.002514381,
0.002450937, 0.002427543%}

= //je tfeba doplnit n&jaké p¥irozené ¢islo//
pocetpozorovani := 10000
pozorovani := Table[RandomChoice[Flatten[Table[Table[p[i]], {j, d[¢]]}],
{i, Length[d]}]] -> Range[365], {n}], {k, pocetpozorovanil}]
shoda := Table[If[Length[Union[SeedRandom[1]; pozorovani[[(]]] < n, "A",
"N"],{1,pocetpozorovani}]
Count[shoda, "A"]

4.2 Popis a pouziti statistické metody interval-
ového odhadu

Konkrétni vysledky pocitacovych simulaci pro jednotliva n uvadime v ta-
10000

bulce (4.1). Nejprve ziskame tdaj Z X;(n), tj. pocet shod, ktery nastal
i=1
pii provedeni 10 000 pozorovani. Odtud snadno uréime aritmeticky primér
10000

(n) = Xio000(n) = 10000 Z Xi(n), ktery je, jak zndmo, nestrannym a konzis-

tentnim odhadem trednl hodnoty EX;(n) = w(n) ! (viz. tieti sloupec ta-
bulky). Pro srovnani 7(n) s pfesnou hodnotou z problému s predpokladem
rovnomérnosti uvadime i hodnotu p(n). Déale z rozptylu VarX(n) odhad-

Iplati X ~ Alt(p) = EX =p
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nutého predpisem?:
10000
1

10000 (Xi(n) - Xi(”))z =X10000(1)(1 — X10000(1)) = \//'aEX(n)
=1

ihned obdrzime jako \/\//a\rX(n) odhad? smérodatné odchylky 6(X (n)). V na-
sledujicich sloupcich tabulky uviddime hodnoty Cp(X(n)), Cr(X(n)) a je-
jich rozdil (délku intervalu). Jedna se o levy a pravy krajni bod intervalového
odhadu na 95%-ni hladiné spolehlivosti, ktery ziskAme znidmym postupem
popsanym v nésledujicim odstavci.

Predpokladejme nyni, Ze jsme uéinili m pozorovani veli¢iny X (n), potom
dle centralni limitni véty plati:*

Xm(”) —E XZ(n) _ M SN m — 00
£ (M VarX,,(n) ) =L <\/E 0 (Xm(n)) ) NOD.

(4.1)

Chceme-li sestrojit (symetricky) intervalovy odhad pro parametr m(n)
na hladiné spolehlivosti 1 — o pro vhodné « € (0;1), sta¢i vyuzit, ze plati
Plua < p(X(n),n(n)) < u—a] = 1 — a, kde funkce p(X(n),n(n)) je
pivotalni statistikou se znamym rozdélenim a ug, resp. uj_g jsou piislusné
kvantily rozdéleni statistiky ¢(X (n),m(n)). Aplikujme nyni pfedchozi teo-
reticky rozbor na nas problém. Za pivotalni statistiku zvolime funkci ¢ danou

prepisem p(X (n),w(n)) = \/ﬁ%, ktera ma dle centralni limitni véty

asymptoticky standardni norméalni rozdéleni N(0, 1), ¢ili dostavame:

P

o) <R <o ()| e

Jak znamo, ® oznacuje distribu¢ni funkci rozdéleni N(0,1). Vzhledem

k symetrii hustoty normalniho rozdéleni plati, ze @' (%) = —®~* (1 — %),

a tedy predesly vztah je mozno prepsat do ekvivalentni podoby:

Zplati X ~ Alt(p) = VarX = p(1 — p)

3konzistentni, nikoli v8ak nestranny; nicméné jeho vychyleni o velikosti ﬁ\/fa\r)( (n)
je prakticky zanedbatelné

4£(X) znaéi rozdéleni ndhodné veliciny X
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ot (1-5) < v KB o (1)1

(4.3)

Osamostatnénim parametru 7(n) v nerovnostech v (4.3) ziskame kli¢ovou

formuli (4.4), pomoci niz zkonstruujeme intervalovy odhad parametru 7(n)
v okoli jeho bodového odhadu X,,(n) pro m — oc:

o(Xm(n))
Jm

— 11—«
(4.4)
Kone¢ny vztah pouzity pii konstrukci intervalovych odhada v tabulce
(4.2) ziskdme dosazenim konkrétnich ¢iselnych hodnot pro hladinu spolehlivos-
titestu 1 —a, prislusny (1 — %)—ty kvantil standardniho normélniho rozdéleni
a pocet pozorovani m. Zvolme a = 0,05, coz je bézna hodnota pfi praci
se statistickou spolehlivosti, potom ®~'(1—%) = ®7(0,975) = 1,96 a
v dusledku pii m = 10000 pozorovanich dostavame vztah:

(1 B g) o(Xm(n))

<7(n) < Xp(n) +@* 5 N

e (-3)

Pw(n) —0,0196 - 6(X(n)) < w(n) < w(n) —0,0196 - 6(X(n))] — 0,95
(4.5)
Tedy asymptoticky intervalovy odhad se spolehlivosti 95% pro parametr
m(n) je interval:

(CL(X (n), Cr(X (n)) = (7(n) — 0,0196 - 5(X (n)); #(n) + 0,0196 - 5(X (n)))

Ackoli teoreticky mé platit narozeninova nerovnost, vysledky simulaci pro
tento fakt nedopadly zcela presvédcivé. Vzhledem k narozeninové bychom
ocekavali, ze 7(n) > p(n), avSak tato situace mezi zvolenymi n nastala jen pro
hodnoty 7, 16, 22, 24, 26 a 55. Cemu to lze pri¢ist? Pfedné, nezanedbatelné
pravdépodobnosti 7(n) < p(n), za niz stoji skute¢nost, ze pocet pozorovani
zvoleny jako 10 000 neni dostate¢ny. Pti 10 000 pozorovéanich se totiz hodnoty
|7(n) — m(n)| nijak markantné neligi® od 7 (n) — p(n), coz je zadouci. Kdy-
bychom zvolili vy$si pocet pozorovani, snizili bychom pravdépodobnost plat-
nosti 7(n) < p(n) a zvysili bychom piesnost takového intervalového odhadu.

50dchylky pravdépodobnosti narozeni pro jednotlivé mésice od pravdépodobnosti za
predpokladu rovnomérnosti nejsou tolik vyznamné, aby po provedeni 10 000 pozorovini
zpusobovaly vyraznéjsi odlisnost hodnoty 7 (n) od p(n), at uz v jednom anebo i ve druhém
sméru.
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Tabulka 4.1: Intervalové odhady pro pravdépodobnost m(n)
n | p(n) | #(n) | Co(X(n)) | Ca(X(n)) | Cr—Cy |

7 10,0562 [ 0,0589 | 0,0543 0,0635 0,0002
15 | 0,2529 | 0,2477 | 0,2392 0,2562 0,0169
16 | 0,2836 | 0,2872 |  0,2783 0,2961 0,0177
17 | 0,3150 | 0,3134 | 0,3043 0,3225 0,0182
18 | 0,3469 | 0,3438 | 0,3345 0,3531 0,0186
19 | 0,3791 | 0,3736 | 0,3641 0,3831 0,0190
20 | 0,4114 | 0,4105 |  0,4009 0,4201 0,0193
21 | 0,4437 | 0,4432 | 0,4335 0,4529 0,0195
22 | 0,4757 | 0,4761 |  0,4663 0,4859 0,0196
23 [ 0,5073 | 0,5034 | 0,4936 0,5132 0,0196
24 10,5383 | 0,5384 | 0,5286 0,5482 0,0195
25 | 0,5687 | 0,5657 |  0,5560 0,5754 0,0194
26 | 0,5982 | 0,6002 | 0,5906 0,6098 0,0192
27 [ 0,6269 | 0,6255 | 0,6160 0,6350 0,0190
28 | 0,6545 | 0,6527 | 0,6434 0,6620 0,0187
29 | 0,6810 | 0,6708 | 0,6616 0,6800 0,0184
30 | 0,7063 | 0,7030 |  0,6940 0,7120 0,0179
35 | 0,8144 | 0,8116 | 0,8039 0,8193 0,0153
40 | 0,8912 | 0,8889 | 0,8827 0,8951 0,0123
45 [ 0,9410 | 0,9409 | 0,9363 0,9455 0,0002
50 | 0,9704 | 0,9702 |  0,9669 0,9735 0,0067
55 | 0,9863 | 0,9865 | 0,842 0,9888 0,0045
60 | 0,9941 | 0,9934 | 10,9918 0,9950 0,0032
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V tabulce si lze rovnéz pov§imnout, ze délka jednotlivych intervalovych
odhadi je pfiméfena po¢tu pozorovani (s roustoucim po¢tem pozorovani se
takto konstruované intervaly zkracuji) a pohybuje se od 0,0032 do 0,0196.
Ze vztahu (4.5) jednoduse plyne, pro¢ je tento interval nejdelsi pro hodnoty
n okolo 23. Totiz z(1 — z) pro = € (0;1) je, jak znamo, maximéalni, pokud
z = 0,5, z toho ditvodu je i 6(X (n)) = \/#(n)(1 — #(n)) maximéln{ pro hod-
noty 7(n) okolo 0,5. Naopak pro hodnoty 7(n) u 0 nebo 1 je délka takového
odhadu nejmensi.

V piipadé n = 7 jsme urcili pravdépodobnost p(n), resp. P(n) vSemi
v praci pouzitymi metodami. K jakym vysledkim jsme dospéli? Sledujme
tabulku 4.2:

Tabulka 4.2: Srovnani odhadu @(n) s teoretickymi hodnotami ¢(n)

A 95% interval
n|pn)=1-q(n) | Pn)=1-Q(n) | 7(n) spolehlivosti
| 7] 0,0562 | 0,0601 | 0,0589 | (0,0543;0,0635) |

Miizeme si povSimnout, Ze rozdily mezi jednotlivymi vysledky se pohybuji
pouze v Tadu tisicin. Lze konstatovat, Ze zvolime-li vhodné vysoky pocet po-
zorovani, muzeme obdrzet na zakladé pocitacovych simulaci v dosazitelném
case vysledky se srovnatelnou pfenosti, jako kdyz problém s nerovnomérnou
distribuci aproximujeme problémem s rovhomérnou distribuci narozeni béhem
roku. Navic tato metoda odhadu nam umoznuje libovolné upravovat cas
vypoctu i piesnost takového odhadu (a to pouhou volbou poctu pozorovani),
na rozdil od presného vypoctu z podkapitoly 3.4, kde je t¥eba ¢ekat nékolik
dni i déle na vysledek s presnosti az na velké mnozstvi desetinnych mist,
ktera prakticky nevyuzijeme k zaddnému dal$imu vypoctu ani interpretaci.
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